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第二版序

北京大学出版社出版的《泛函分析讲义（上册）》自 1987 年第
一版发行以来至今已有三十余年，在此期间被许多高等学校用作

本科生的教材与教学参考书然而科学在进步，学科在发展，课程

的设置以及教学大纲也都经历了多次变革经北京大学出版社提

议，此书有必要作一次与时俱进的修订

考虑到各校本课程的学时普遍减少，全书内容不可能在一个

学期之内讲完． 根据经验，在 “广义函数与Sobolev空间＇ 以及

喉算子与Fredholm算于两章中只能选择其一，而后者被选中

的机会较多，故将此二者次序对调有些章节需要加强，例如，弱收

敛概念在现代分析中日益重要，但在第一版中内容比较单薄，如今

补充了几种常见的 弱收敛但不强收敛的例子，以加深读者的理解．

体现泛函分析与经典分析和数学物理之间的紧密联系虽是本书的

一个特点，但限于学时，我们也不得不根据重要性作出取舍为此

删去了一些材料，还对课堂上没有时间讲授的内容以小字排印或

标以星号等方式表示其重要性上的区别，供读者课外阅读或参考

此外，对于文字表达与论证不妥之处也都一一作了更正．

参加此次修订工作的有蒋美跃、郭懋正、史宇光、范辉军、戴

波、章志飞等几位教授．他们都在北京大学数学科学学院任教多

年，并多次使用本教材授课他们根据自己的教学和研究经验对于

本教材提出了十分宝贵的修改意见，经过多次讨论，最后由蒋美跃

教授执笔完成． 北京大学出版社潘丽娜编辑自始至终组织、参加

了这次修订活动在此一并致谢

张恭庆

2021年3月13日





第 一 版序

20 世纪 80 年代以来，许多高等院校都开设了泛函分析课程

而数学系的学生大都把泛函分析当作一门基础课来学这种趋势

反映了近儿十年来数学的发展：泛函分析在分析学中已占据了重

要的位置

泛函分析是一门较新的数学分支． 在它的发展中受到了数学

物理方程和量子力学的推动，后来又整理、概括了经典分析和函

数论的许多成果由于它把具体的分析问题抽象到一种更加纯粹

的代数、拓扑结构的形式中进行研究，因此逐步形成了种种综合

运用代数、几何（包括拓扑）手段处理分析问题的新方法． 正因为

这种纯粹形式的代数、拓扑结构是根植于肥沃的经典分析和数学

物理土壤之中的，所以，由此发展起来的基本概念、定理和方法也

就显得更为广泛、更为深刻．现在，泛函分析已经成为一门内容丰

富、方法系统、体系完整、应用广泛的独立分支．对于任何一位从

事纯粹数学与应用数学研究的学者来说，它都是一门不可缺少的

知识

国内现已出版不少泛函分析教材．但其中有的或偏于专门，或

过于简略，其共同缺陷是把这门联系广泛、丰富多彩的课程与经典

分析及数学物理隔绝了起来读者学完以后，有时只能欣赏其体

系之抽象、论证之精巧，却难以体会到泛函方法的实质及威力．

本书是试图弥补这一缺陷而编写的一部教材．它力图向读者

展示泛函分析中若干重要概念、理论的来源与背景；力图向读者

介绍如何透过分析问题的具体内容洞察其内在的代数、几何实质；

力图向读者表明泛函分析理论与数学的其他分支有着密切的联系，

并有广泛的应用．
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实现以上目的所作的变动是深入而细致的 ． 我们只能通过几
个典型例子，来说明本书的一些特点

为了使读者对于紧算子谱(Riesz-Schauder)理论的来龙去脉
有 一个比较全面的了解，我们是从线性代数方程组可解性的讨论
开始的对比积分方程，我们 逐条把Fredholm结论“翻译＇成相
应的线性子空间的几何关系又通过分析有穷维问题与无穷维问
题之间在算子值域与谱集方面的异同给出紧算子谱定理的证明，
然后直接把这一理论应用到椭圆型边值间题可解性及特征值问题
的讨论中去．此外，鉴于指标理论在现代数学发展中的重要性，我
们以奇异积分算子为例，引出Fredholm算子，并导出相应的指标
公式

Hahn-Banach定理是泛函分析中一个十分重要的基本定理
它的重要性不仅表现在其对建立Banach空间理论体系所起的作
用上，而且还表现在解决许多具体的分析问题之中． 然而Hahn­

Banach定理的这些巧妙的应用，并不是读者在学了它的定理陈述
与证明之后就能一目了然的事实上，往往需要把原始分析问题
的陈述转化成几何形式只有从几何形式中把问题化归为凸集分
离或足够多泛函的存在之后，应用Hahn-Banach定理才是可能的
我们在教材中选择Runge逼近定理以及凸规划存在性定理等作为
例子，逐步引导读者去考察这种转化，体会泛函方法解决经典问题
的威力

为了介绍泛函分析的应甩往往需要涉及其他数学分支的知
识许多泛函教材，因受制于体系的自我封闭，致使应用部分不
能充分展开． 然而，学科的相互渗透乃是当今数学发展的一个主
要趋势，因此在教学中似乎不必过千拘谨． 在本书中，我们对千

Brouwer不动点定理、单位分解定理等几个很容易从其他课程中
学到的定理不证明地加以引甩并给出参考文献去掉上述约束
之后，介绍泛函分析应用的天地就广阔多了．于是在本书中，我们
把泛函分析的几个基本定理应用到常、偏微分方程理论，实函数
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论，函数逼近论，数值分析，数学规划理论，变分不等方程等好儿
个数学分支中去；本书还有续编，在那里我们还将更深入地介绍泛

函分析与其他数学分支，特别是与数学物理的联系．

本书是为本科生初学泛函而写的而其续编则可供研究生作

为基础课教本根据我们的经验，按每周3学时，每册基本内容可

于一学期内讲授完毕书中的应用与例子较多，教师可选讲其中
一部分，其余部分则供有兴趣的读者参考书中每节配有一定数

量的习题，其中有些是某些定理的证明细节，有些是学过定理证法

的模仿，还有一些本身就是有趣的结论或有用的反例，读者可根据

自己的情况选作练习

编者虽抱有弥补前述缺陷之目的，但因学识所限，加之初次尝

试谬误、片面之处一定不少． 又因为体系变动较大，前后脱节，甚

至证明疏漏之处在所难免热诚欢迎读者批评指正本书曾在北

京大学试讲过若干次，北京大学数学系的许多师生曾提出过宝贵

意见，兹不一一列举，在此一并致谢．

张恭庆 谨识

一九八六年夏于中关园
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符 号 表

一切，任一个
存在，某一个
几乎处处

全体正整数
全体整数
全体实数
n 维 Euclid 空间
全体复数
数域实数或复数
正无穷大或复平面上的无穷远点
空集
向量空间的零元素
以x。为中心，以r为半径的开球

集合E的内点全体
对应到
一对一

嵌入
右端是左端的定义
存在唯一

当且仅当
蕴含

证毕、述毕





目 录

第一章 度量空间. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 
§1 压缩映射原理. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 
§2 完备化. . . . . . . · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 11
§3 列紧集· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 15
§4 赋范线性空间 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 23 

4. 1 线性空间 ........ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2 3
4.2 线性空间上的距离 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 25
4.3 范数与Banach空间· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 30
4.4 赋范线性空间上的范数等价 ·· · · · · · · · · · · · · · · · · 35
4.5 应用：最佳逼近问题· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 39

4.6 有穷维B*空间的刻画 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 42

4.7 商空间· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 44

§5 凸集与不动点 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 50

5.1 定义与基本性质..... · · · · · · · · · · · 50

5.2 Brouwer与Schauder不动点定理· · · · · · · · · · · · · · 56
5.3 应用 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 59

§6 内积空间· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 61 
6.1 定义与基本性质...... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 62

6.2 正交与正交基·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 68

6.3 正交化与Hilbert空间的同构·· · · · · · · · · · · · · · · · 74
6.4 再论最佳逼近问题· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 76 
6.5 应用：最小二乘法..... · · · · · · · · · · · · · · · · · · 80

第二章 线性算子与线性泛函 . . . . . . . · · · · · · · · · · · · · · · 86

§1 线性算子的概念· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 86 

1.1 线性算子和线性泛函的定义.. . . . . . . . . · · · · · 86
1.2 线性算子的连续性和有界性 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 88



• 11 • 泛函分析讲义（第二版）（上）

§2 Riesz表示定理及其应用 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 9 2

§3 纲与开映射定理...... ·· · · ·102

3.1 纲与纲推理·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·102 
3.2 开映射定理........ ·· · · · · · · · ·106
3.3 闭图像定理·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·112 

3.4 共鸣定理........... · · · · · · · · · · · · · · · · · 114 
3.5 应用.........................· · · · · · · ·116 

§4 Hahn-Banach定理 ...... ·· · · · · · · · · · · · ·122
4.1 线性泛函的延拓定理·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·122 

4.2 几何形式—— 凸集分离定理·· · · · · · · · · · · · · · · ·13 0 

4.3 应用......... ·· · · · · · · · · · · · · ·137

§5 共扼空间、弱收敛、自反空间........... · · · · · ·14 5

5.1 共辄空间的表示及应用.... .... · · · · · · · · · · · ·14 5  
5.2 共辄算子.............................·15 6 

5.3 弱收敛及＊弱收敛·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·16 2 
5.4 弱列紧性与＊弱列紧性............. · · · · · ·16 7  
5了弱收敛的例子............· · · · · · · · · · · · · · ·173 

§6线性算子的谱.. �• ............ · · · · · · · · · · · · ·179 

6.1 定义与例..........................· · · ·179 

6.2 Gelfand定理 ............ · · · · · · · · · · · · ·183 
6.3 例子....................· · · · · · · · · · · · ·188 

第三章

§1

§2

§3

紧算子与Fredholm算子...............· · · ·193

紧算子的定义和基本性质......... . · · · ·193 

Riesz-Fredholm理论 ·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·202 

紧算子的谱理论·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·212 

3.1 紧算子的谱.· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·212 

3.2 不变子空间....................... .... 214 

3扩紧算子的结构................ ·· · ·216

§4 Hilbert-Schmidt定理·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·2 21

§5 对椭圆型方程的应用...............· · · · · · · ·23 1

§6 Fredholm算子........................· · · ·235 



目录 ．
 
.
1
.
l
.
l

．
 

第四章 广义函数与Sobolev空间.... · · · · · · · · · · · · · · ·249 

§1 广义函数的概念........ · · · · · · · · · · · · · · · · ·252
1.1 基本空间份(n) ..... ·· · · · · · · · · · · · · · · ·252
1.2 广义函数的定义和基本性质·· · · · · · · · · · · · · · · · ·255
1.3 广义函数的收敛性...... .... ·.. · · · · · · · ·259

§2 B。空间...... · · · · ·262
§3广义函数的运算...... ·· · · · ·272

3.1 广义微商............... · · · ·273
3.2 广义函数的乘法..................... · · · · ·275
3.3 平移算子与反射算子..... ·· · · · · · · · · · · ·276

§4 9'上的Fourier变换·· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·278

§5 Sobolev空间与嵌入定理· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 284

习题补充提示..... .. · ·. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·296

索弓 I·.................................. · ·. · · · · ·307





第一章 度量空间

§1 压缩映射原理

度量空间(metric space)又称距离空间，是一种拓扑空间，其
上的拓扑由指定的一个距离决定

定义1.1.1 设勿是一个非空集．无叫作度量空间，是指在
宽上定义了一个双变量的实值函数p(x,y), 满足下列三个条件：

(1) p(x, y) 江，而且 p(x,y) = 0, 当且仅当 X = y;

(2) p(x, y) = p(y, x);
(3) p(x, z)�p(x, y) + p(y, z) (\/x, y, z E龙）．
这里p叫作劣上的一个距离，以p为度量的度量空间究记

作（劣，p).

注 距离概念是欧氏空间中两点间距离的抽象．事实上，如果
对妇= (x1, X2, · · ·, Xn), Y = (Yi, Y2, · ·. , 如） E 贮，令

p(x,y)=[也-y乎+···+(环-y平］令· (1.1.1) 

容易看到条件(1), (2), (3)都满足以后当说到欧氏空间时，我们
始终用这个p规定其上的距离

例1.1.2 (空间C[a,b]) 区间[a,b]上的连续函数全体记为

C[a, b], 按距离

p(x,y) 兰合= max lx(t) -y(t)I (1.1.2) 
a�t�b 

形成度量空间(C[a,b],p), 简记作C[a,b]. 以后当说到连续函数空
间C[a,b]时，我们始终用(1.1.2)式规定的p作为其上的距离，除
非另外说明

引进距离的目的是刻画收敛．
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定义1.1.3 度量空间（劣，p)上的点列｛吓｝叫作收敛到 功

是指： p(xn心o) -t O(n -too). 这时记作业总环 =Xo, 或简单地记

作环 -tXo.

注 在C[a, b] 中点列 {xn} 收敛到 x。是指：｛环(t)} 一致收
敛到 xo(t).

与实数集合一样，对于一般的度量空间可引进闭集和完备性
等概念

定义1.1.4 度量空间（龙， p)中的一个子集E称为闭集，是
指： V巳} cE, 若 Xn -t Xo, 则 xo EE. 

定义1.1.5 度量空间（劣，p)上的点列 {xn } 叫作基本列，是
指： p(五环）一 O(n,m -t oo). 这也就是说 'vc > 0, :3N(c), 使得
m,n�N(c) 今 p(气压） <£. 如果空间中所有基本列都是收敛
列那么就称该空间 是完备的

例 1.1.6 (贮，p)是完备的，其中p按 (1.1.1) 式定义
例 1.1.7 (C[a,b],p)是完备的．
证 设｛吓｝是(C[a, b], p)中的一串基本列那么没> 0, 

:3N(c), 使得对 Vm,n�N(c),有

p(xm, 环）＝总总户(t) -Xn(t)I < c.

因此对 'tit E [a,b], 

lxm(t) - Xn(t)I <€ ('vm, n�N(c)). (1.1.3) 

固定 t E [a, b], 我们看到数列｛环 (t)}是基本的从而极限 lim 环(t)
九-+OO

存在让我们用 xo(t) 表示此极限，在(1.1.3) 式中令 m ---too 得到

杠o(t) -环(t)I�c('vn�N(c)). 由此可见 Xn(t) 一致收敛到 Xo(t),
从而 xo(t) 连续且在C[a,b]中x九 收敛到 Xo. •

给定度量空间（龙，p),(fY, r), 考察映射 T: 劣 ---t 1#'. 

定义1.1.8 设T:(龙，p) ---t (包 r)是一个映射，称它是连



第一章度量空间

续的如果对千览中的任意点列{x叶和点Xo,

p(xn, xo) --+ 0 =今 r(Txn,Txo)--+ 0 (n--+ oo). 

. 3. 

命题1.1.9 为了 T: (究， p)--+ (�,r) 是连续的，必须且只
须没>O,Vxo E究，:38 = 8(xo, c) > 0, 使得

p(x, xo) < 8 ==} r(Tx, Txo) <£ (Vx E免）. (1.1.4) 

证 必要性 ． 若 (1.1.4) 式不成立，必 :3xo E !£', 玉> 0, 使
得 Vn E N,:3x九 ，使得 p(xn心o) < 1凡，但 r(Txn,Txo)� £, 即得
』恩） p(x九，xo) = 0, 但』觅r(Txn,Txo) -f 0, 矛盾．

充分性．设 (1.1.4) 式成立，且
n
l煦。 p(x九心o)=O, 那么设>0,

:3N = N(8(xo, c)), 使得当 n>N 时，有 p(x九，xo) < 8. 从而

r(T环，Txo) < c, 即得业总r(Txn,Txo) = 0.

设 中 是股上定义的实函数，求方程

扒x) = 0 

的根的问题可以看成胶一民的映射

f位）＝工 一 cp(x)

的不动点问题．即求 m已R 满足：

f位） =x. 

下列常微分方程的初值问题

{¥t = F(t, x),

x( O) = e, 

． 

(1.1.5) 

或它的等价形式，即求连续函数 x(t) 满足下列积分方程的问题：
t 

x(t) = (+ f F(r,x(r))dr, (1.1.6) 
。
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也可以看成是一个不动点问题．为此，在以 t=O 为中心的某区间

[-h, h] 上考察度量空间 C[-h, h], 并引入映射

(Tx)(t) =�+ s:F(r,x(分）dr, (1.1.7) 

则 (1.1.6) 式等价于求 C[-h, h] 上的一个点 x, 使得 x=Tx, 即求

T 的不动点

在度量空间上有一个很简单而基本的不动点定理 —一 压缩
映射原理

定义1.1.10 称 T: (究，p) 一（览，p) 是一个压缩映射，如果

存在 0 <a< 1 ,  使得 p(Tx, Ty)�ap(x, y)(\/x, y E�). 
例1.1.11 设劣= [0,1],T(x) 是 [O, 1 ] 上的一个可微函数，

满足条件：

以及

T(x) E [O, 1] (Vx E (0, 1]), (1. 1.8) 

IT'(x)I�a< 1 (Vx E [O, 1]), (1.1.9) 

则映射 T: 劣一劣是一个压缩映射．

证 p(Tx, Ty)= IT(x) -T(y)I 

= IT'(Ox + (1 - 0)y)(x - y)I 

�a杠-YI = ap(x, y) (Vx, y E 龙， 0 < 0 < 1). • 

启发 设T : [O, 1] --+ [O, 1 ] 可微且满足 (1.1.8) 式及 (1 .1.9)式
问 T是否存在不动点？若存在，有多少个？

直观与算法Vxo E (0, 1], 做迭代序列x叶1= T环 (n= 0, 1, 

2, ...), 参见图 1.1.1.
因为

I环+1 -叫= ITxn-TX九 一 11�a巳-x九 一 11

�... �a九 阳-xol,
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y

T均

Tx1

Tx。

X1 3
 

I
I
I
I
I
I
I
I
I
l
l
.
x
 
2x 1 X 

图 1.1.1

从而对Vp EN, 

p 

Ix叶p - Xn l� 汇 lxn+i - Xn虷11� 立 an+i国－如
i=l i=l 

＜区 a
九十i一

开 an 

X1 — 叫＝亡了阳 － 叫 ----t 0 
i=l 

（当 n�oo, 对 'vp EN 一致）．因此，｛吓｝是一个基本列，从而有

极限．从痄+1 =Tx九，两边取极限（因 T 连续）得

沪=T矿，

即矿为一不动点 ． 这不动点还是唯一的事实上，若矿， x** 都是

不动点则

旷-x**I = IT矿-Tx**I

:::;; a旷-x**I. 

由此推出
＊ ＊＊ 

X =X 
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抽去上述过程中实数与绝对值的具体内容，不难把这个结论
推广到一般度最空间上去若T: (览，p)-+ (!!C,p)是一个压缩映
射，则仿照上述过程，任取初始点Xo E兜．考察迭代产生的序列

环+1 =T环 (n = 0, 1, 2, · · ·).

和前面一样，我们有

p(Xn+l心） = p(Txn,TX九一 1)

从而对\/p EN, 

�ap(xn,x九一1)�· · · �an p(x1, xo).

p(Xn+p, Xn)� 立p(如+i,Xn+i-1) 
i=l 

Q九

�-—p(x卫o)-+ 01-a 

（当n-+ oo, 对'vp EN 一致）．由此可见｛环｝是一个基本列．为了
它有极限，还要假定（龙，p)是完备的．于是我们得到

定理 1.1.12 (Banach 不动点定理——压缩映射原理） 设
（劣，p)是一个完备的度量空间，T是（龙，p)到其自身的一个压缩
映射，则T在龙上存在唯一的不动点．

这个原理非常基本，它是泛函分析中的一个最常用、最简单
的存在性定理数学分析中的许多存在性定理是它的特殊情形

例 1.1.13 常微分方程的初值问题 (1.1.5) 的局部存在唯一

性
我们已经把这个问题化归为一个求不动点的问题了．先在

C[-h, h] 上考察由 (1.1.7) 式定义的映射 T, 我们考察在 F(t, x) 
上添加什么条件可以使T成为一个压缩映射．注意到

p(Tx, Ty)= 罚笘 OF(冗式））dr-J。F (r,y(分）drl 忙
�h max IF (t, x (t)) - F (t, y (t)) I , 

ltl�h 
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因此比如说只要假设二元函数 F(t,x) 对变元 x 关于 t 一致地
满足局部 Lipschitz 条件：动> 0, L > 0, 使得当 It匡h, Ix 广�I�8,
lx2 -�I�6 时，有

IF(t, x1) - F(t,x2)I�Llx1 - x叶， (1.1.10)

这时就有

p(Tx, Ty)�Lhp(x, y) (\fx, y E 万亿，8)),

其中

万(�, 6)会�{x(t) E C[-h, h]I max lx(t) - e, �6}. 
ltl�h 

在这里我们不能直接取 C[-h, h] 为定理 1.1.12 中的度量空间览，
因为当 Lh < l 时， T 只是在 C[—h,h] 的子集 B亿， 5) 上才是压缩

的在这里我们把常数 e 看成是 [-h,h] 上恒等于 e 的常值函数
我们取览＝积釭），为了要使T: 龙一览，再设

M车nax{IF(t,x)ll(t,x) E [-h,h] x [(-J, 妇＋硝

取h>O 足够小，以使

maxl(Tx)(t) —�I= maxjJ。F(T,x(T))dTI,;;; Mh,;;; 8. 

由于 (C[-h,h],p) 是一个完备的度量空间，而劣又是它的一个闭
子集，因此 (tc,p) 还是一个完备的度量空间（习题 1.1.1). 于是我
们得到了下面的定理

定理 1.1.14 设函数 F(t,x) 在[—h,h] X [�- 8, �+ <5] 上定义、

连续并满足条件 (1.1.10), 则当 h < min{6/M, 1/L} 时，初值问题

(1.1.5) 在 [-h,h] 上存在唯一解．
例 1.1.15 (隐函数存在定理）设 f(x,y) = (f1(x,y),· ··,

fm 位，y)) : 贮x 即飞 －汇， u XV C贮x 汇是 (xo,Yo) 在
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厌飞d沪中的一个邻域设 f(x,y) 及

句�(x,y)
oy 

I�(x,y), 盯1

彻m
(x, y) \ 
． 

． 

． 

没 (x, y), 忒 (x,y)丿

在 UxV 内连续，又设

f位o,Yo) = 0, [<let (沁x,y))] (xo, Yo)于 0,

则3(xo,Yo) 的一个邻域 Uox Vo c U x V 以及唯一 的连续函数
<p : Ui。-+ Vo, 满足

{ 
f (x, \O(x)) = 0 (当x E Uo), 
叩o) = YO· 

证用（盯(xo,Yo) 
-1

By 
) ·f(x, yjT 代替 f(x,y)T, 可设

为恒等矩阵，其中

1 ·  · · 0  

盯-(xo,Yo) =
8y 

0 ·  · · 1  

f(x,y汀 =

c::,:) 

考虑映射 T : cp ---+ Tep, 

(Tcp)(x) = cp(x) - f(x,cp(x)), 
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其中 <.pEC吃(xo, r), 股m), 这里 r > O,C(万(xo,r), 股m) 表示定义

在闭球万仰O , r) 上取值于胶m 上的向噩值连续函数空间，其距离

定义为

p(<.p, 心）全max l'Pi (x) -劝i(x) I, 
“三百（气），r)

l�i�m 

盯(x,y)
其中 I{)= (红．．．，如），劝＝（如， ． ．．，妇）． 因为假设

彻
UxV上连续，所以动> 0, 使得

l"•j 一 气气厂
i,j = 1,2,···,m,x EB(xo,6),y E万(Yo,6), 

在

其中[ ]ij 表示括号内矩阵的第 i 行，第 j 列元素， 6ij = 0, i-/ j, 
如=1,i=j. 记di(x)= <pi(x) -叭(x),i= 1,2,···,m, 根据微分

中值定理

p(T<p, T心） = max ldi(x)—fi(x,<p(x)) + fi(x, 心(x))I
xE万（气），r)

1� 仁.;m

= max 
:i:� 百{工o,r)

l�i�m 

di(x) —区
m 8fi(x, fi(x)) 

j=l 
8yj 

dj(x)

�! max队(x)I = 1P('-P劝）， (1.1.11)
2 :t: 尹沁o,r)

l�i�m 

其中 cp, 心E究，y(x) = (Y: 心）加(x), .. .'加(x)), 这里

勿全伈EC(万他O , r), 股m 加(xo) = Yo, 

叭x)E万(yo,o),xE B(xo,r)}, 

私(x)= 0i(x)cp(x) + (1 - 0i(x))心(x),

0 < 0i(x) < 1, XE万(xo,r). 
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因死在 C(万(xo,r),�m) 中闭，从而是一个完备度量空间 (1.1.11)
式表明， T: 龙�C(万他o, r), 股m) 是压缩映射剩下来只要再证
T: 览一宽就够了，因为根据压缩映射原理（定理 1.1.12), T 存
在唯一的不动点，这就是我们所要证的．注意到

p(Tcp, Yo)�p(Tcp, Tyo) + p(Tyo, Yo) 
1 

�2p(cp,yo) + max 队（工，Yo)I,
XE百伈o,r)

l�i�rn 

这里把 y。看成映射： XI---+ Yo,x E万(xo, r), 此时有 Yo E究． 又由
j 的连续性，动> 0, 使得

{J 
max lfi(x, Yo)I < -. 

玉万(:z:o,r) 2 
l�i�m 

因此当0< r < min{虹｝时， p(Tyo, Yo)< -, 
<5 
2 

1 1 1 1 
p(Tcp, Yo)�-p(cp沿o) + -<5�-<5 + -<5 = <5, cp E龙．

2 2 2 2 

此外，还有

(Tcp)(xo) = cp(xo) - f(xo, cp(xo)) 

=yo-! 仰o,Yo), cp E免．

所以 T: 龙一劣． ． 

习 题

1.1.1 证明：完备空间的闭子集是一个完备的子空间，而任一

度量空间中的完备子空间必是闭子集．
1.1.2 (Newton 法） 设 f 是定义在 [a, b] 上的二次连续可微的

实值函数，年E (a, b)使得八动= o, f'(x) =1= o. 求证：存在岔的邻

域U(动，使得 Vxo EU(动，迭代序列

!(环）
环+1 = Xn -一—— (n = 0, 1, 2,···) 

!'(环）
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是收敛的，并且
lim Xn =X.

n-oo

1.1.3 设（龙，p)是度量空间，映射T: 龙一勿满足

p(Tx, Ty)< p(x, y) (Vx # y),

并已知T有不动点，求证：此不动点是唯一的．

. 11. 

1.1.4设T是度量空间上的压缩映射，求证：T是连续的．
1.1.5 设T是压缩映射，求证：T九 伍 EN) 也是压缩映射，并

说明逆命题不一定成立
1.1.6设M是（即， p) 中的有界闭集映射T:M---.M满

足：p(Tx, Ty) < p(x, y)(Vx, y E M, x # y). 求证： T 在 M 中存在

唯一的不动点．
1.1.7 对千积分方程

动－寸 e仁8x(s)ds= y(t),
。

其中 y(t) E C[O, 1) 为一给定函数，入为常数，囚< 1, 求证：存在
唯一解 x(t) E C[O, l].

§2 完 备 化

在压缩映射原理（定理1.1.12)中，对空间（览，p) 的完备性要
求一般来说是不能省略的这很容易从下例中看出大家知道函

数 T(x) 全\宁TT 在 [O, 1] 上有定义，并且有唯一的不动点 xo =
2 

J百+1
· 一－，＿＿ ．然而若取劣= [O, 叶＼杠o}, 那么T仍然是免一死的

8 

压缩映射，但它却不再有不动点．因此在许多分析问题中，我们经
常要求所在的空间览是完备的．不过空间是否完备与其上的距

离紧密相连以C[a, b]为例，当赋以另 一距离
b 

P1 (x, y)全 f lx(t) - y(t)ldt
a 

(1.2.1) 
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时 (C[a, b], P1) 就不是完备的（请读者自己验证）！以下我们将仿
照实数理论中从有理数域出发定义无理数的方法，对空间（览，p)

增添 “理想元素” ，使之 ＂扩充＂ 为一个完备空间．
定义1.2.1 设（览，P), (!£1 , P1) 是两个度量空间，如果存在

映射妇兜--+- %1 满足

(1) <p是满射，
(2) p(x, y) = p认<.pX, 叨y) (Vx, y E劣），

则称（究，p) 和 (tt'1, P1) 是等距同构的，并称中为等距同构映射，
有时简称等距同构

注 由 (2) 导出中还是单射

显然，凡是等距同构的度量空间，它们的一切与距离相联系的

性质都是一样的因此今后我们将不再区分它们如果度量空间

(&:1 , P1 ) 与另一个度量空间（坏，P2) 的子空间（距o, p2) 是等距同
构的我们就说 (tt'1, P1) 可以嵌入（无， p刃． 在上述意义下，我们
认为（织， P1) 就是（疡，P2) 的一个子空间，并简单地记作

（织，P1) C (tt'2 , P吵

在实数集合里，我们知道什么叫稠密子集，这个概念可以推广到一

般的度量空间
定义1.2.2 设（劣，p)是度量空间．集合 EC!£ 叫作在劣

中的稠密子集，如果妇E龙，\;/c > 0, :3z E E, 使得 p(x, z) < c:. 换

句话说 \;/x E觉，:3{环} CE, 使得 x九 --+ x (n--+ oo). 

例1.2.3 [a, b] 上的多项式全体记为 P[a, b]. 根据 Weier­

str邸s 定理可知 P[a, b]在C[a, b] 中稠密
定义1.2.4 包含给定度量空间（变，p) 的最小的完备度量空

间称为宽的完备化空间，其中最小的含义是：任何一个以（龙，p)

为子空间的完备度量空间都以此空间为子空间
命题1.2.5 如果 (%'1 , P1) 是一个以 （劣，p) 为子空间的完备

度量空间，P1I 无 x 兜= p, 并且劣在织中稠密，则距是死的
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完备化空间

证 事实上，灾 E 坏，3xn E 兜，使得 p1(Xn ,�)�0 (n�oo). 
如果存在（疡， P2) 以（劣，p) 为子空间，因为

P2(Xn , Xm) = Pl (xn, Xm) 一 0 (n,m ---4 oo), 

所以或E疫，使得 p2(xn, e) -+ 0. 做映射 T : .9t"1 一劣2,T�=f

我们还要证T是等距的． 因为 'rfTJ E距，又3y 九 E览，使得

P1(Y九， rJ) -+ 0, 所以

毗 TJ)=� 吧如 P1(x九，y九）=j监 心(xn,Y九） =p认；对）．

这表明 (.2'°1, P1) 是 (.2'°2, P2) 的一个子空间． ． 

定理1.2.6 每一个度量空间都有一个完备化空间
证 设（宽，p)是一个度噩空间，分三步证明它有一个完备化

空间
(1) 将览中的基本列分类，凡是满足

lim p(x九，Yn) = 0
九--tOO

的两个基本列｛吓},{y叶称为等价的．彼此等价的基本列归于同
一类且只归一类，称为等价类． 我们把一个等价类看成是一个元
素，并用无表示一切这种元素（等价类）组成的集合在织上

定义距离：灾，'r/ E织，任取｛吓}Ee, {y叶E'r/, 令

叭�,r,)=nl皿p(x九，y社 (1.2.2)

容易验证 (1.2.2) 式右端的极限的确存在并且极限值与｛吓},{y叶
的选取无关（请读者自己验证）． 为了验证 (1.2.2) 式定义的 P1 的

确是个距离，注意到定义 1.1.1 中的 (1), (2) 是显然的，而 (3) 可由

p(x九，Yn)�p(X n 五） + p(zn , Yn) 
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取极限得到，其中 {x叶，{y吐 {z社是分别属于等价类c罚,(的基
本列 ． 这样，我们就证明了 (!£1, P1) 是一度量空间

(2) Vx E龙，我们用 �x E 织表示包含序列 (x, x, · · ·, x, · · ·)
的等价类，这样的＆全体记为劣'. 显然劣1 C .%"1 且映射T:
X t--4 ex 作为（劣，p) ---t (兜',P1) 的映射满足定义 1.2.1 中的 (1),

(2). 因此，（劣，p) 和 (!!l"', P1) 等距同构即有（宽，p) C (�, P1)­

进一步容易验证度在织中稠密．

(3) 证明 (.%"1 , P1)是完备的设{�(T吁 是无中的基本列要
证玉E织，使得

叭{(n) 忑） ---tO (n---too). 

1。先证特殊情形，假定 {{(n)} C龙＇
． 令环= r-1e伍），则

巳｝是觉中的基本列．设{x叶E {, 便有e伍）一e.

2
0 再证一般情形，由于龙＇ 在t("1中稠密，ve<n) E !Z'1,

3tn) E 宠＇，使得 P1(产，e(n)) < 1/n. 由 1。 可设t
n

) ---t�E 距，
即可推出秽亿）一�-

最后综合 (1), (2), (3) 并用命题 1.2.5 即得结论 • 

例 1.2.7 P[a, b] ([a, b] 上的多项式全体）按距离

p(x, y) = max lx(t) - y(t)I 
a�t�b 

的完备化空间是 C[a, b].

例 1.2.8 C[a, b]按照 (1.2.1) 式定义的距离 P1 完备化，完备
化空间是L1 [a,b].

习 题

1.2.1 (空间 S) 令 S 为一切实（或复）数列

x=(6,e2,"·,en, .. ·)
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组成的集合，在S中定义距离为
00 

1 
p(x, y) =区严 l€k—叫

k=l 
l+归－如

＇

其中X = (红令，· · ·, ek, · · ·), Y = (听庞 ...'T/k'...). 求证：S为
一个完备的度量空间

1.2.2 在一个度量空间（龙，p)上，求证：基本列是收敛列，当

且仅当其中存在一串收敛子列
1.2.3 设 F 是只有有限项不为 0 的实数列全体，在 F 上引

进距离
p(x, y) = sup I� 让- rJk l, 

k习

其中x={匐E F,y =伽}E F, 求证： (F,p)不完备，并指出它
的完备化空间

1.2.4 求证： [O, 1] 上的多项式全体按距离

p(p, q) = f lp(x) - q(x)ldx (p, q是多项式）
。

是不完备的，并指出它的完备化空间
1.2.5 在完备的度量空间（宠，p)中给定点列{xn }, 如果Vc>O,

存在基本列{y叶，使得

求证：巳｝收敛

p(x九 ， Yn ) < c (n E N), 

§3 列 紧 集

设（劣，p)是一个度量空间，A是穷的 一个子集，A称为是
有界的如果:3xo E 劣及r > 0, 使得 AC B(xo,r), 其中

B(xo, r) 全 {x E 兜 lp(x, xo) < r }. 
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在有穷维欧氏空间，有界无穷集必含有一个收敛子列，但这个
性质不能推广到任意的 度星空间

例1.3.1 在C[O, 1]上，考察点列

环(t)= {
0, t�1/n, (n = 1, 2, ...). 
1-nt, t < l/n

显然｛压} C B(0, 1), 其中0表示恒等于0的函数，但是{xn}不
含有收敛子列．

定义 1心2 设（龙，p) 是一个度最空间，A为其一子集．称
A是列紧的，如果A中的 任意点列在度中有一个收敛子列若
这个子列 还收敛到A中的点，则称A是自列紧的如果空间穷
是列紧的，那么称宽为列紧空间

命题1心3 在配中任意有界集是列紧集，任意有界闭集是
自列紧集

命题1.3.4 列紧空间内任意（闭）子集都是（自）列紧集．
命题1.3.5 列紧空间必是完备空间．
证 设（龙，p) 是一个列紧空间{x九｝是其中的一 串基本列

不妨设其是一无穷点列由列紧性，存在{xn}的子列{Yn}收敛
到 Xo E !£. 于是由习题1.2.2可知 x九 �xo (n�oo). • 

在度最空间中我们来引入一个比有界性更强的概念
定义1.3.6 (c网） 设M是（龙，p)中的 一个子集， £> 0, 

NcM. 如果对于VxE M,3y EN, 使得p(x,y) <£, 那么称N
是M的 一个e网如果N还是一个有穷集 （个数依赖于£), 那
么称N为M的 一个有穷e网

注 由定义显然有

Mc LJ B(y,£). 
yEN 

定义1.3.7 (完全有界）集合M称为是完全有界的，如果

Ve> 0, 都存在着M的 一个有穷e网
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定理 1.3.8 (Hausdorff) 为了（完备）度量空间（龙，p)中
的集合M是列紧的必须（且仅须）M是完全有界集．

证 必要性．用反证法，若如>0,M中没有有穷的c。网

任取X1E M,3迈 EM\B(x1 忑o);
X寸{x1,x2} E M,3x3 E M\B(x1,co) UB(x2,co);

对{x1 ,X2, · · ·, X叶EM,:3x叶1EM\ lJ B(x伈co);
k=l 

这样产生的点列｛环} cM显然满足p(Xn , Xm)�co(n =/= m), 它
没有收敛的子列．这与M的列紧性矛盾

充分性．若｛吓｝是M中的无穷点列想找一个收敛子列对
1网，3y1 EM妇｝的子列{x切 C B(y记）；

对1/2网，如EM,{x�
1 )}的子列{x�

2

)} C B(y2, 1/2); 

对l/k网，:3yk EM, {x� 炉1)}的子列｛婓} C B(yk , l/k);

最后抽出对角线子列{x�k) } ,  它是一个基本列．事实上，Ve > 0, 当
n > 2/c时，对Vp EN有

p(x��J), X铲.))�p(x��-t;户， Yn ) + p(x扩.), Yn ) 
2 

�- <£. • 

定义 1心9 一个度量空间若有可数的稠密子集，就称这个度
晕空间是可分的．

定理 1.3.10 完全有界的度量空间是可分的．
00 

证 取见为有穷的1/n网则LJ Nn是一个可数的稠密子
n=l 

栠 ·

定义 1.3.11 在拓扑空间究中，粲合M称为是紧的，如果
劣中每个覆盖M的开集族中有有穷个开集覆盖集合M.
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定理 1.3.12 设（览，p)是一个度量空间，为了Mc劣是
紧的必须且仅须M是自列紧集

证 必要性．设M是紧集．先证M是闭集，只要证M的余
集是开集. \:/xo E 宠\M, 因为

Mc丛B(叶p(x, xo)),

利用 M 的紧性，=Ixk E M (k = I, 2, .. ·, n), 使得
九 1 

Mc! 切�B (啋，产心o))

1 
取 8 = min -p(xk心o), 则显然有(5 > 0, 并且 Vx E B(xo, <5)有l�k�n 2 

p(x,: 切c)�p(x伈 xo) - p(xo, x) > 8 (k = 1, 2, .. ·, n). 

因此，B(xo,o) nM = 0, 从而M的余集是开集得证
其次证M是列紧集用反证法．假若有M中的点列｛环｝

不含有收敛子列不妨假定 Xn 是互异的．对每个n EN, 做集合
s九

全 {x1,X2, · · · 心-1,X九十l,X九十2, .. . }'显然每个Sn是闭集（因
为不含收敛子列），从而每个劣＼品是开集但

00 00 

LJ(%\品） = %\ n Sn= 兜\0=仁M,
n=l n=l 

N

由M的紧性，3N EN, 使得LJ(Z\品） :::> M, 即得
n=l 

兜＼｛吓}�=N+l :::) M, 

但这是不可能的，因为 XN+l 属于上式右端而不属于上式左端．此
矛盾说明M是列紧的．
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充分性．设M是自列紧的，要在M的任一开覆盖中取出有
限覆盖用反证法，如果某个开覆盖LJG入:)M不能取出M的

入EA

有限覆盖由于 M 是自列紧的，VnEN, 存在有穷的 l/n 网

Nn = {xln),x�n), ... ,xt�)}, 

显然LJ B(y, 1/n) :=) M. 因此，Vn E N, ::lyn E N. 九，使得 B(Yn,1/n) 
yEN九

不能被有限个G入所覆盖由假定M是自列紧集，必存在收敛子
列y九K 收敛到一点 YoE伍。．又G入。是开集，所以动> 0, 使得
B(yo, 6) C G.x0 . 对此6 > 0, 取K足够大，使得 nk > 2压，并且

p(y九k'Yo)< 6/2, 则 Vx E B(y九k, 1/陨），有

1 6 
p(x, Yo)�p(x, y九k) + p(y如 Yo)�五 +2 < 8,

即 x E B(yo, 8), 从而 B(y九k,1/玑） c B(yo, 8) CG汕．这与每个
B(y九，1/n) 不能被有限个G入所覆盖矛盾 • 

我们曾考察过区间 [a,b]上的连续函数空间 C[a, b], 现在稍微
做一点推广 ． 设M是一个紧的度量空间，带有距离p, 用 C(M)
表示M� 股的一切连续映射全体定义

d(u,v) =器恃lu(x) - v(x)I (Vu, v E C(M)). (1.3.1) 

命题1.3.13 (C(M), d)是一个度量空间
证 其实只有定义本身的合理性是要验证的 即，对 Vu E 

C(M), 存在着最大值 max lu(x)I- 事实上，u(M) 是紧集．因为对
xEM 

任意点列 Yn E u(M), 玉n EM, 使得 u(环） =y九 ． 由于 M 是紧

的，从而有子列 气 -t Xo, k -t 00, 而 u 是连续的，便有 u(x九k) -t

u仰o)E u(M), k -t oo. 令 Yo 会 u(xo), 即得 y九k =u(x九k) -t Yo, 从
而 u(M) 是紧集．这蕴含 u(M) 是有界闭的数集设

min u(M) = a, max u(M) =队
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由闭性推出也 /3E u(M). 这就证明了 max iu(x)I 的存在性 ． ．
尤EM

命题 1.3.14 (C(M), d) 是完备的 ．

证明留给读者作为习题

现在我们来讨论连续函数空间上列紧集的刻画
定义1.3.15 设F 是 C(M) 的一个子集称 F 是一致有界

的，如果 3M1 > 0, 使得 j cp(x)I ::s; M1 (Vx E M, 如 EF); 称 F 是等

度连续的，如果 Ve > 0, 总可以找到 8(c) > 0, 使得

lcp(x1)—cp(x2)I <£(Vx1,x2 E M,p(x1,x2) < 8, 如EF). 

定理 1心16 (Arzela-Ascoli) 为了 F c C(M) 是一个列紧

集，必须且仅须 F 是一致有界且等度连续的函数族

证 因为 C(M) 是完备的，所以由定理 1.3.8, 为了 F 是列紧

的，必须且仅须它是完全有界的 ．

必要性 ． 因为完全有界集是有界集，所以 F 是一致有界函数

族．没> 0, 要证玉= 8(c), 使得如 EF 有

j<p也）一 cp(x2)I<£(当p(x1五）< 8). 

因为 F 的 c/3 网是一个有穷集 N(纣3) = { <p1平2,...'<p叶，对这

有穷个函数，由连续性，38 = 8(纣3), 当 p(x1,X刃< fl 有

|华1i(x1) -华)i(x2)I <£/3 (i = 1, 2, .. ·, n).

因为扣 EF三怀EN(c/3), 使得 d(cp心）＜纣3,所以

lrp(x)—rp(x') I 

<阳(x) -<pi(x)I + lcpi(x) -'Pi(x')I + l'Pi(x') - cp(x')I 

::s; 2d(<p心）＋陌(x) -怀(x')I<£(当p(x,x')< o). 

充分性设 F 一致有界且等度连续，我们要找有穷的 e 网

由于 F 是等度连续的，动= 8(c/3) > 0, 使得当 p(x, x') < 8 时，
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仰(x)-cp(红<c/3(如E F). 就此 8, 选取空间 M 上的有穷 6 网
N(o) = {x1 立2, ... 五｝．做映射 T:F一贮，

T�。全 (<p(x1), r.p(x2), · · ·, r.p(xn)) (\/r.p E F). 

记 F = T(F), 则 F 是配中的有界集事实上，设回 �M1

（如E F), 则

停亿） [
2)

合

,,; vn��t'P(x) 1 ,,; vn玑（如E F). 

从而户是列紧集，利用定理 1.3.8, F 有有穷的纣3 网

N作/3) = {Tc.pi, Tcp2, · · ·, T如｝．

从而｛红霆. . .'严｝是 F 的 e 网，这是因为如E F, :3c.pi, 使得
Pn(Tc.p, T纠<e/3, 于是取定岱E N(8), 使得 p(x,岱）< 8' 有

仰(x) -饬(x)I

�l'P位） - c.p(xr) I + jc.p(xr) -'Pi (xr) I + l'Pi (xr) -'Pi(X) I 
2 

< -E + Pn(Tc.p, T纠<£,3 

其中 Pn 表示页上的距离 • 
例 1.3.17 设 nc 即是有界开凸集． 若 M1,M2 是两个给

定的正数，则集合

F兰兰 { <p E 0C1\百）ll<p(x)I � M1, lgradc.p(x)I � M: 认Vx E il)}

是 C(百）上的一个列紧集，其中 0(1) (百）表示百上的连续可微函
数全体

证 因为如E F, Vx1立2E 互 :30E (O, 1), 使得

c.p(x1) - <p(x2) = gradc.p(0x1 + (1 - 0)x2)·(x1 -x2), 
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所以

lcp也） -<p也） I�M2Pn (X1 心 2) (如E F). 

这表明F是等度连续的．此外F显然是 一致有界的 • 

习 题

1.3.1 在完备的度量空间中求证：子集 A 列紧的充要条件是
对森> 0, 存在A的列紧的e网．

1.3.2 在度量空间中求证紧集上的连续函数必是有界的，并
且达到它的上、下确界

1.3.3 在度量空间中求证：完全有界的集合是有界的并通过
考虑 z

2 的子集E= {e吐贮1 , 其中

ek = {O, 0, · · ·, 0, 1_, 0, · · ·} , 
k

来说明一个集合可以是有界但不完全有界的．

1.3.4 设（龙，p)是度量空间，凡，凡是它的两个紧子集，求
证：坛E且 (i=l,2), 使得 p(F1,F2) = p(x 1,x 2), 其中

p(F1, F2) 全inf {p(x,y)lx E F1,Y E F2}. 

1.3.5 设 M 是 C[a, b] 中的有界集，求证：集合

{ F(x) = J:J(t)dtjf EM} 

是列紧集
1.3.6 设 E = {sinnt}�=l>求证： E 在C[O,兀］中不是列紧的．

1.3.7 求证： S 空间（定义见习题 1.2.1) 的子集 A 列紧的充

要条件是： Vn E N,3Cn > 0, 使得对 Vx= (丘包· · ·, �n, · · ·) E A, 

有阳 �Cn (n=l,2,···).
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1.3.8 设 (�,p) 是度量空间 M 是览中的列紧集，映射
J: 免. _. M满足

p(f也），f妇）） < p(气迈） (\:/x1 立2 E 劣，X1 f= X2). 

求证： J在龙中存在唯一的不动点

1.3.9 设(M,p)是一个紧度量空间，又Ec C(M),E中的函

数一致有界并满足下列Holder条件：

Ix伈）－兀(t2)I�Cp(t1,t矿 (Vx EE, Vt1, t2 EM), 

其中 0 <a�l,C > 0. 求证E在 C(M) 中是列紧集

§4 赋范线性空间

上一节我们在度量空间上讨论了映射的不动点问题．然而度

量空间只有拓扑结构，对千许多分析问题只考虑拓扑结构不考虑

代数结构是不够用的，因为在分析中通常遇到的函数空间不但要
考察收敛而且要考虑元素间的代数运算．

4.1线性空问

在线性代数中，我们学过线性空间的概念
定义1.4.1 设龙是一个非空集，底是复（或实）数域如果

下列条件满足，便称宽为一复（或实）线性空间：
(1)劣是一加法交换群，即对Vx,y E :Z-,3u E宽，记作u=

x+y, 称 u为 x,y 之和，适合

(l.l)x+y= y+x; 

(1.2) (x + y) + z = x+ (y + z); 
(1.3) 存在唯一的 0E 劣，对 Vx E龙， x+0= e+x; 

(1.4) 对任意的咚穷，叫x1E兜，使得 x+x'=0, 记此记为 -x.
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(2) 定义了数域 K 中的数 a 与 XE龙的数乘运算，即 V(a,x)

E底 x 劣，:3u E劣，记作 u = ax, 称 u 为 x 对 a 的数乘，适合

(2.1) a(如）＝（硕）x (Va,(3 EK, Vx E 免）；
(2.2) 1·X = x; 

(2.3) (a+ (3)x =ax+知（西，(3 E底，Vx E 究），

a(x + y) = ax + ay (Vx, y E 究，欢�E区）．

线性空间的元素又称为向量，因而线性空间又称为向量空间

下述概念是线性空间的基本概念

线性同构 设劣，距都是线性空间，T: 兜 --t !£1称为是一

个线性同构，如果

(1) 它既是单射又是满射，即它是一对一的并且是在上的；

(2) T(ax + (3y) = aTx + (3Ty (Vx, y E 宠，Va,(3 EK).

线性子空间 设Ee 劣，若 E 依兜上的加法与数乘还构成
一个线性空间，则称E是无的一个线性子空间

兜以及{0}都是觉的线性子空间，我们称它们为平凡的子

空间，而称其他的子空间为真子空间

线性流形 设Ee 览，若 :3xo E劣及线性子空间 Eo C 劣，

使得 E = Eo +xo 全 {x+ xolx EE叶，则称 E 为线性流形． 简单

地说线性流形就是子空间对某个向量的平移

线性相关 一组向扯 X1,X2, · · ·,X产先称为是线性相关的，
如果存在入1 , 泌， ． ． ． ，入n E氏不全为0, 使得

入1X1 +入2X2 十．． ． 十入九Xn = O;

否则称为是线性无关的．

线性基 若A是克中的一个极大线性无关向量组，即A中

的向量是线性无关的，而且任意的 XE 览都是A中的向揽的线
性组合，则称 A 是龙的一组线性基

维数 线性空间中的线性基的元素个数（势），称为维数
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线性包 设A是一个指标集， {x入从EA}是究中的向量族，
一切由{x入队EA}的有穷线性组合组成的集合

{y = a1环 +···+an环伈EA,ai E 底，i=l,2,, .. ,n} 

称 为｛叫狂A}的线性包．这线性包是一个线性子空间，不难证
明它是包含{x入从EA}的一切线性子空间的交．因此称线性包为

{x>. 队EA}张成的线性子空间，记为

span{ X>. 从 EA}.

线性和与直和 设E1 ,E2是究的子空间， 我们称集合
{x + ylx E 止，y E 乌｝为E1与E2的线性和记为胚+Ez. 
对于任意有限个子空间，定义以此类推又若(E1,乌）中的任意
一对非零向量都是线性无关的，则称线性和E1+E2为直和记作
E国E2, 这时E1 n E2 = {0}, 对Vx E E1 EB E2, 有唯一的分解：

X = X1 + X2 (Xi E Ei'i = 1, 2). 

心线性空间上的距离

我们引进过一个空间宽的代数结构——线性空间也引进
过它的拓扑结构——距离P, 现在要把这两者结合起来，即是要
求

(1) 距离的平移不变性

p(X + z'y + z) = p(X'y) (V X'y'z E 龙）．

由此推出，p对加法是连续的，即

:�:::::: �} =? 年+ Yn, X + y) ----. 0 (n ----. oo). 



·26· 泛函分析讲义（第二版）（上）

事实上，

p(Xn + Yn , X + y) = p(Xn + Yn - X -y, 0) 

= p(x九 - x,y- y九 ）

�p(Xn - X, 0) + p(y - Yn , 0) 

= p(xn , x) + p(y, y九） -----+ 0 (n-----+ oo). 

反之，如果距离 p 对加法连续，则满足平移不变性证明详见关肇

直张恭庆、冯德兴著的《线性泛函分析入门》（上海科学技术出
版社， 1979).

(2) 数乘的连续性：

(2.1) p(xn , x)-----+ 0 =今p(axn ,ax)-----+ 0 (n-----+ oo) (Va E氐）；

(2.2) a n --ta佴） ==> p(anx, ax)-----+ 0 (n-----+ oo) (\/x E劣）．

若令p: 劣一股，p(x)全p(x,0)(\/x E !£), 则由(1)有

p(x - y) = p(x - y, 0) = p(x, y). 

这时由距离公理逐条化为函数p的条件：

p(x,y)�0-¢=今 p(x)�0 (\/x, y E克）；

p(x,y) = 0, 当且仅当 X=y� 汀心）=0, 当且仅当 x=0;

p(x, y)�p(x, z) + p(z, y)�p(x + y)�p(x) + p(y); 

p(x, y) = p(y, x) 今 p(-x)= p(x). 

此外，

(2.1) -<=今 p(a环） -----t O (当 p(xn)一 O);

(2.2) 亡今 p(a严） -----t O (当 a九
-----t 0). 

于是导向下列定义：

定义1.4.2 线性空间览上的准范数（准模）定义为这空间

上的一个函数 II·II : 劣一股，满足条件：
(1) llxll �0(\/x E览）； llxll = 0-¢=今 X= 0;
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(2) llx + YII�llxll + IIYII (\/x, Y E免）；
(3) II—xii = llxll (\/x E !Z);
(4) lim llanxll = 0, lim llaxnll = 0 (\/x E龙，欢�E 底）．Ctn --+O llxn 11--+0 

定义1.4.3 一个赋准范数的线性空间穷，如果按照

llxn - xii 一 0 (n---too) 

来定义x九 一 x (n-oo), 那么便称其为F*空间
定义1.4.4 完备的F*空间称为Frechet空间，简称F空间

F*空间的例子很多
例1.4.5 空间C(M) (M是一个紧度量空间）． 显然

llull = max lu(x)IxEM 

是一个准范数，C(M)是一个F空间
例1.4.6 Euclid空间贮． 设X = (x1 心2, ...'环） E 贮，定

义

曰 =(t, 比 12)
令

，

显然它是一个准范数，配是一个F空间
例1.4.7 空间 s. 用S表示一切序列 x =(x1,x2,·· ·,x九,...)

组成的线性空间，加法与数乘按自然方式定义：

x+y= 也 +YI 凸+ Y2, · · ·, Xn + Yn, · · ·),

ax= (也1,ax2, ···,ax九）· • ·) (a EK),

其中 x=(气功，．．．，气· · ·) , Y = (Y1, Y2, · · ·, Yn, · · ·)· 对妇ES

定义

曰 ＝ 区
1 亿ii一，．一... 一

沪 i+ I纠'
九=1
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那么它是一个准范数事实上，准范数的条件 (1), (3) 是明显成立

的下面先验证条件 (2), 注意到初等不等式

a+/3 = a + {3 ��+_jj_ 
I+a+f3 l+a+/3 l+a+f3 l+a 1+{3 

(Va, {3 > 0),

便得到

00 

llx+y·II =区
1 巳+y刓
2n

九=1
1+ 巳+Ynl

00 

1 

分之了
I叫+ IYn l 

n=l 
1 + lxn l + IYn l 

�t卢（卢勹n l
+ 

1勹n l)
= llxll + IIYII-

其次验证条件 (4). 因为还有初等不等式

，
 9

,

 

g-

}̀
 

a

1

 

—
 

<I
 B

B
a

有

0

+
 

1

k

 

E。v以所

当 a�1,(3�0, 

当 O<a<l,/3�0,

llaxn ll ::S; max(lal, l)llxn ll --+ 0 (llx九，11 --+ o). 

又若厄n l�0,设> o, 取 no, 使得 1/2九。 ＜纣2, 固定住 no, 取

N = N(c/2), 使得当 m>N 时有

I I I I Orn max Xi < -,
l�i�n。 2
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则
no 

llo:mxll =区 1 lamxn l 
—. . 

沪 1+ !amX九 I

00 

＋区上. la心nl
2n 

九=no+l l+lam立i I n=l 
e 九0 1 oo 

1 c c  
己分五产区 沪 勹勹 =c.

n=l 九＝九o+l

这就证明了S 是一个 F*空间
最后再验证完备性．若

oo 1 lx�m+p) - x�m) I
llx阮+P) - x<m) II =区 —· 

n=l 2
n 

1 + lx�m+p) - X�m) I
一 O

·29·

（当 m ----+ oo, \/p E N), 则对 Vn E N, lx�m+p) - X�m) I ----+ 0 (当
m�oo, Vp E N). 于是存在式，使得x�

m)�式（当m ----+ oo). 因
此，没> 0, 取 no, 使得 1/产< c/2, 再取 N, 使得当 m>N 时有

便得到

lx�m) - x;I < c/2 (n = 1, 2, · · · ,  no), 

oo (m)1 lxn - x�I
—·llx(m) - x* II =区

九=1 2n
1 + lx�m) - x:il 

no oo 

分产-lx�m) - x;I + 
1 

2九 区妒
n=l n=no+l 
€ € 

<-+-=c (当m > N), 
2 2 

其中心＝（叶巧... ,x记...). 于是S是一个F 空间 • 

注 由上面的推演不难看出：点列

x<m) = (xim), x�m), · · ·, x�m), · · ·) (m = 1, 2, · · ·) 

收敛于 0 = (0, 0, · · ·, 0, · · ·) (当m--+ oo), 必须且仅须对每个正整

数n 都有吐�) --+ 0 (当m�oo). 这意味着按 S 距离收敛与按坐

标收敛是等价的．
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例1.4.8 C(贮）空间表示即上一切连续函数全体，并令

oo max lu(x)I 
1 回廷

曰 ＝ 汇 2k·1 max'-·1 --\''
k=I 回�k

其中u(x) E C(即），x=(五 X2, · · · ,  环），团=�可工召+···+x;.
这时II·II是一个准范数 ，并且G(即）构成一个F空间

4.3范数与Banach空问

考察以上诸例还可以发现如下差异，例 1.4.5 和例 1.4.6 的
准范数具有齐次性：

llaxll = !al·II叶(\:/a E区\:/x E免）．

而例 1.4.7 和例 1.4.8的准范数则不具有此性质

具有齐次性的准范数叫作范数，有时又称为模
定义 1.4.9 线性空间究上的范数II·II是一个非负值函数：

兜. --+屈满足

(1) l lxll�0(\:/x E免），llxll = 0 -¢:::::} X = 0 (正定性）；

(2) llx + YI! �llxll + IIYII (\:/x, Y E龙）（三角形不等式）；
(3) llaxll =回·llxll (Va E K, Vx E览）（齐次性）．

显然，范数必是准范数．

定义 1.4.10 当赋准范数的线性空间中的准范数是范数时，
这空间叫作赋范线性空间，或称B*空间完备的B*空间叫作B

空间或Banach空间
除了上面的例 1.4.5 和例 1.4.6 外，我们再举一些经常遇到的

函数空间是B空间的例子
例1.4.11 空间L巩n,µ)(1�p < oo). 设(n, 勿，µ)是一个

测度空间，u是 n 上的可测函数 ，而且lu(x)IP在0上是可积的．

这种函数u的全体记作盯(fl,µ), 叫作(fl'爰µ)上的p次可积函
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数空间.L叮 fl,µ) 按通常的加法与数乘规定运算，并且把几乎处处
（记作 a. e.) 相等的两个函数看成是同一个向量，经这样处理过的

空间 L叮 fl,µ) 仍是一个线性空间，并且定义

¼ 
曰= (f nlu(x)IPdµ) 

那么 II·II 是一个范数．这是因为定义 1.4.9 中的条件 (1), (3) 都是
显然的，而条件(2)正是著名的 Minkowski 不等式

(J D 
lu(x) + v(x)IPdµ) p

�(J 0lu(x)IPdµ)
令 +(J nlv(x)心） 令 ·

又由 Riesz-Fisher 定理 L叮 fl,µ) 还是一个B空间
注 本例有两个重要的特殊情形：

(1) {l是贮中的一个可测集，而 dµ 即是普通的 Lebesgue 测
度，这时，对应的空间记作E位）．

(2) fl= N, 而测度 µ是等分布的：µ({n}) = l('in E N), 这时
00 

空间L叮il,µ) 由满足芷回尸< 00的序列 u= {u叶�=1组成，对
n=l 

应的空间记作lP, 其范数是

llull = (t lunlp)'· 

例1.4.12 空间 £00(fl, µ). 设 (fl, 绍，µ)是一个测度空间， µ

对于0是Cl-有限的， u位）是9上的可测函数．如果 u位）与9上
的一个有界函数几乎处处相等，则称 u(x) 是Q上的一个本性有
界可测函数. [2上的一切本性有界可测函数（把a. e. 相等的两个

函数视为同一个向量）的全体记作 £00(fl,µ), 在其上规定：

llull = inf (sup lu(x)I), (1.4.1) 
µ(Eo)=O xE叭阮
Eocn 
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此式右端有时也记作 ess sup lu(x)I或1.u.b lu(x)I. 显然L00 (fl, µ)
xEfl xEfl 

是一个线性空间以下验证 II·II 是一个范数事实上，定义 1.4.9
中的条件 (3) 及 llull�0 都是显然的，需验证；

(1) II叶 =0�江=0. 充分性是显然的． 为了证必要性，若

曰= 0, 则 Vn E N,3En c il, 使得 µ(En)= 0, 并且

1 
sup lu(x)I < -. 
XE叭E九

n

令
00 00 

趴全 n(n\凡）＝叭 LJ En.
n=l n=l 

因为u(x) = 0 (当XE 趴），µ(立 En) =0, 所以

u(x) = O(a.e.x E n), 即u=0.

(2) llu + vii�!lull+ llvll,\/e > 0, 3Eo, E1 c n, 使得 µ(Eo) =

µ(E1) = 0, 且

sup lu(x)I�llull + e/2, 
于仁0\厅。

sup lv(x)I�llvll + c/2. 
xEf1\E1 

因此

llu + vii� sup lu(x) + v(x)I 
X已汃(EoUE1)

�sup lu(x)I + sup lv(x)I
识泣\E。 “主＼趴

�!lull + llvll + c:,

而 c>O 是任意的，即得所要证的结论．
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最后来证 L00(D,µ) 是完备的设

llu九十p-un ll---+O (当n---+oo, Vp E N). (1.4.2) 

根据 L00 (n,µ)中范数定义，=lZ九 ，p C il,µ(Z九 ，p) = 0, 使得

I Un+p (X) - Un (X) I�II匹+p-unll +声仅xE D\Z心 (1.4.3)

令 Z=LJZ九 ，p, 则 µ(Z) = 0, 且
九，p

1 
I匹+p(x) - Un(x)I�II匹+p-unll +沪石

(x E il \ Z, n,p EN). (1.4.4) 

由 (1.4.2)式和(1.4.4)式Ve> 0, 3N EN, 使 Vn;;::: N,pEN 有

1 
lun+p(x) - Un (x)I <£+严(x E il \ Z). (1.4.5)

由此 lim u九位） = u(x) 存在， x E n\z, 在 (l.4.5) 式中令 p ----t 00 
n-too 

即

lu(x) - Un(x)I�C (x E n \ Z), 

sup lu(x) - un (x)I� £. 
mCD\IZ 

因 µ(Z)= 0, 所以uE L(X) 也µ), 且

II匹 — ull�c (n�N), 

即

I阳-ull 一 0 (n----too). • 

注 当Q 是配中的一个可测集时，对应的空间记作L(X) (fl);
当 fl = N时，对应的空间记作产，它是由一切有界序列 u =

｛厮}�=1 组成的空间，其范数是 !lull= suplu叶
n�l 
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例1.4.13 C只百）．设 Q 是贮中的一个有界连通开区域，
k EN, 用 C只百）表示在 n 上具有直到 k 阶连续偏导数的函数
u(x) = u(五五... 心）的全体，加法与数乘按自然法则定义，再
规定范数为

llull = max max l8°u(x)I, 
回 �k xE万

(1.4.6) 

其中 a= (a1 心2,·.. ,a吐回 =a1 十迈+··· 十 0九 ，以及

alal 
铲u(x) = 

斗rl 彻�2 ... 彻宁 u(x). (1.4.7) 

容易验证 (1.4.6) 式定义的 II·II 是一个范数，从而 C怀百）是一个
赋范线性空间．再证它是完备的，从而是 Banach 空间．事实上，若
{un} 是一个基本列则必存在连续函数 Va, 使得

铲Un(x)� 匹(x) (n-+ oo, 回 �k, 对XE 百 一致）．

我们只要再证明v矿＝铲v。就够了先证

a 
(1.4.8) 

因为

以及

V(l,O, …，0) =玩产(0,0,···,0)·

__ ,_ 

彻1
叫x)�V(1,o,…，o)(x) (n--+oo, 对X E: 百 一致），

un(x)�V(o,o,. .. ,o)(x) (n--+ oo, 对XE百 一致），

Un(x) =厂立厮亿，X2,...'环）d�+ 匹(x�,x2,···,x九），
x� 灰

所以有

vco,o, ... ,o) (x) 

＝厂叨l,O,···,O)((,x2, · · ·, 环）d(+ vco,o, ... ,o)(x�, x2, · · ·, 环），
叶
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即得 (1.4.8) 式． 同理有

8 
V(o, 0, · · ·, 0, 1,Q, ... ,0) =—切o,o,... ,o) (j = 2, 3, · · ·, n).

------ OXj 

·35·

其余对回用数学归纳法类推． ． 

例 1.4.14 Sobolev空间H叽P(fl). 设0是配中的一个有

界连通开区域m是一个非负整数，1�p < oo, 对于C叫TI)中的
任意u, 代替范数 (1.4.6) 式定义

* 

llullm,p = (。兰 fi7"u(x)IPdx) . (1.4.9) 

不难验证 11·llm,p 是范数，但 C叫百）依 II·llm,p 不是完备的 ．

根据 §2, 我们知道任意不完备的赋范线性空间览，可以把它
完备化，即确定一个完备的赋范线性空间安，宽可以连续地嵌入
了成为其稠密的子空间将 cm (n) 的子集

S 兰全• { u E Cm (D)l llullm,p < oo}

按照范数 (1.4.9) 式完备化，得到的完备化空间称为Sobolev空间，
记作H皿P(fl). 它在偏微分方程论中起着非常基本的重要作用 ．

特别当 p=2时， Hm ,2 (n) 简单地记成 H气n).

4.4 赋范线性空间上的范数等价

在许多分析问题中，引进范数或引进距离是为了研究一种收
敛性因此，如果我们关心的只是按照一定意义的收敛性而不是
距离本身的大小，那么在空间上我们就可以认为决定同一种收敛
性的不同范数是等价的．

定义 1.4.15 设在线性空间览上给定了两个范数 II·Iii 与
II·I归，我们说 II·II 2 比 II·Iii 强，是指

Jlxnll2 一 0=今 Jlxnlli --t O (n --t oc). 
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如果II·II2比II·111强，而且II·Iii又比11·ll2强，则称11·111与II·II2 
等价

命题1.4.16 为了 II·112比II·II1强，必须且仅须存在常数

C > 0, 使得

llxlli�C llx伽(VxE龙） . (1.4.10) 

证 充分性是显然的，下证必要性 用反证法若(1.4.10)
式不成立，则对\:In E N, 3xn E览，使得llxnl11 > nllx九ll2- 令

Yn 全 环/llxn l11- 一方面IIYnlli = 1, 另一方面因为

1 
0�IIYn 朊< - (\:In EN),n 

所以 IIYnll2 一 O(n�oo). 又因为II·112比II·111 强，所以 IIYnll1 一 O
(n�oo). 这显然是一个矛盾． ．

推论1.4.17 为了 II·Iii与II·112等价必须且仅须存在常数

C1乌> 0, 使得

C计lxll1�llxll2�C2llxll1 (Vx E龙）．

如果线性空间觉的维数是有穷数n, 则记dim宠= n, 否则
记为dim勿=00. 设龙是一个赋范线性空间，并且设dim兜=n,
这时穷存在一组基： e1,e2,···,e九．任意一个元素XE.� 有下列
唯一的表示：

兀= 6e1 +{四+·.. 十 C砫n • (1.4.11) 

利用这种表示，我们知道在代数同构意义下，两个有穷维线性空间
等价的充要条件是它们有相同的维数． 现在我们关心的是两个有
穷维赋范线性空间，如果维数相同，那么它们的拓扑之间有什么关
系？根据(1.4.11)式每个XE兜唯一地对应着贮空间中的一

点�=Tx全（＆心，．．． 心）．自然希望建立x在究中的范数llxll
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与Tx在贮中的范数

ITxl = l�I 全 (t,比 1
2f

n 
之间的关系为此，考察函数p亿）全臣江e;II戍E贮）．

首先p对c是一致连续的事实上，'ef€ = (6, 妇， ．．． 心）和
TJ = ('T/1 门2'... 如）E 贮，由三角形不等式与 Schwarz 不等式有

IP(€)—p(r,)I�P(e - r,) 

<区比 — TJi1 11 ei 11 
i=l 

�(t1�i -叫
2

)

岁 （芦 lleill
2

)

½

n ½

�I� — ryl (笘 lle,11
2

)·

其次，根据范数的齐次性，对欢E贮\{0}有

n忆 ·I
p(�) =忆 I 区守; = 1e心） (1.4.12) 

j=l 

注意到贮的单位球面81 全｛妇E贮叶 1(1 = 1}是一个紧集，因此
p(�) 在S1 上必有非负的最小值C1与最大值C2, 即有

C1�p(�)�C2 ('ef(E 81). 

按 (1.4.12) 式便有

C计{I�p(() 冬C引(I ('ef(E Kn). (1.4.13) 
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下面证明其中C 1 > 0. 用反证法，假若C1 = 0, 那么 =le* E S1 满
足p(e*) = o. 设e* = (行，l2, · · ·, 名），即有

eie1 + e;e2 +· · · 十 e�e 九
= 0. (1.4.14) 

因为｛幻，e2, · · ·, e 九｝是基，所以 (1.4.14) 式蕴含e* = o. 这与
e* E S1矛盾． 改写 (1.4.13) 式为

C 1 ITxl�llxll�C2ITxl (Vx E劣）. (1.4.15) 

如果我们将ITxl看作是在劣空间中引入的另 一范数II叫IT, 即

llxllT 全 ITxl(Vx E %), 那么 (1.4.15) 式表明II·II 与II . IIT是等价
的．以后简称11·IIT为穷的贮范数于是n维赋范线性空间的
范数与其贮范数等价

定理1.4.18 设览是一个有穷维线性空间，若II·111与II·ll2

都是览上的范数，则必有正常数C1与C2, 使得

C1II 兀Iii�llxll2�C2llxlli (Vx E劣）．

证 设dim兜=n. 因为II·111与II·II2都 与贮范数等价，

所以II·II1 与 II· ll2 等价 • 

注 本定理表明：具有相同维数的两个有穷维赋范线性空间

在代数上是同构的，在拓扑上是同胚的．
推论1.4.19 有穷维B*空间必是B空间
推论1.4.20 B*空间上的任意有穷维子空间必是闭子空间
定义1.4.21 设P: 宽一股是线性空间劣上的一个函数，

若它满足
(1) P(x + y)�P(x) + P(y) (Vx, y E !

£
) (次可加性），

(2) P(入x) =入P(x) (V入> 0, Vx E !JC) (正齐次性），
则称P为究上的一个次线性泛函

注 如果 P还满足P(x)�O(Vx E免），并且代替条件 (2) 的

是齐次性： P(ax) = lalP(x)(Va E底，Vx E劣），则称P是一个半

范数或半模
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类似于定理 1.4.18 的证明，还有如下定理．

定理 1.4.22 设P是有穷维B*空间究上的一个次线性泛
函如果P(x)江(Vx E龙），并且P(x) = 0¢=扣�= 0, 则存在正
常数C1,C2, 使得

4.5 

C1llxll�P(x)�C2llxll 

应用：最佳逼近问题

(\/x E龙）．

逼近论的一个基本问题是给定了一组函数 'Pl, <p2, · · · 平n和

一个函数f, 用'Pl,'P2, · · ·, 'Pn 的线性组合去逼近/ (按某种尺度），
问是否有最佳的逼近存在？例如j是 [O, 2兀］上的一个周期函数，

叫x) = cos ix (i = 1, 2, · · ·, n), 用区垃t 去逼近 f, 求在 £P[O, 2兀］
i=l 

意义下的最佳逼近
提成B*空间的问题给定一个B*空间死，并给定究中

的有穷个向量e1,e2, · · ·, e九．对于给定的向量XE 劣，求一组数
（从耘...'均E贮，使得

九 九

x- 汇陑 =minx- a由心 区i=l 

其中a= (a1, a2, · · ·, an). 

i=l 
(1.4.16) 

首先要回答：这组数（从耘...'入n )是否存在？当然，不妨设
e1, e2, · · ·, e九 是线性无关的．我们要求函数

F(a) = II兀 一 今;e; I (a E贮）

的最小值容易看出F是贮上的连续函数．又注意到
n 

F(a)) 笘aieil—llxll (Va E贮）． (1.4.17) 
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令P(a) 全区呫，显然 P(·) 是贮上的一个范数，而贮是有
i=l 

穷维空间应用定理 1.4.18, �C1 > 0, 使得

其中

P(a)�c1 ial (Va E底n), (1.4.18) 

ial 兰兰 (la11 2 + la21 2 + · · · + lan l2 )合

(Va= (a1, a2, · · ·, 仰） E贮）．

联合 (1.4.17)式和(1.4.18) 式推出 F(a) ---too (当 ial---t oo). 于是

函数 F 有最小值存在，这就是下面的定理
定理 1.4.23 设龙是一个矿空间．若 e1,e2, . . .'en 是无

中给定的向量组，则 Vx E &:, 存在最佳逼近系数入1,入2, ...'入九
适

合 (1.4.16) 式．

注 若记M全span{幻，e2, · · ·, en}, p(x, M)全罚frllx-yll,

Xo 全区 Aiei, 则可改写(1.4.16) 式为
i=l 

p(x, xo) = p(x, M). (1.4.19) 

适合 (1.4.19) 式的 Xo EM 称为 x 在 M 上的最佳逼近元本定理

表明：在 B* 空间中，任一指定元素在给定的有限维子空间上的最

佳逼近元总是存在的．
进一步问：最佳逼近元是不是唯一的？显然我们事先要假设

给定的向量组 e1,e2, · · ·, e九 是线性无关的，但即使如此，唯一性还

依赖于 B* 空间劣的范数的性质
定义 1.4.24 B* 空间（龙，II·II) 称为严格凸的，是指 \:/x,yE

览， X -f- Y, 必有

llxll = IIYII = 1 ===} llnx + f3yll < 1 

（妇，f3>0,a+f3=1). (1.4.20) 
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如果究是严格凸的 B* 空间，那么就不能有两个不同的最佳
逼近元事实上，倘若 d全p(x,M)> 0, 并有 llx-yll= llx - z ll =d,
则对加，f3 > 0, a+ f3 = l, 由严格凸性有

1 1 

-llx - (ay + f3z)II =—lla(x - y) + f3(x - z)II
d d 

= la (了）十 /3 (宁) II< l, 

即 llx - (ay + /3z) II < d. 这显然与 d 的定义矛盾但若 d = O,y 是

相应的最佳逼近元，则必有 llx - yll = 0, 即 y = x. 从而最佳逼近

元必是唯一 的．
定理 1.4.25 设龙是严格凸的 B* 空间， {e1,e2,.. ·,e九｝是

兜上给定的一组线性无关向量，则 Vx E 劣，存在着唯一的一组

最佳逼近系数｛从 A2,· · ·, 入九｝适合 (1.4.16) 式
例 1.4.26 空间 LP(D,µ)(1< p < oo) 是严格凸的．
证 因为 Minkowski 不等式 llu+vll�llull + I同等号成立的

充要条件是： :3k1, k2 ;:: O(k1 +柲> 0), 使得 k1u=彻v(a.e.). 这意

味着 Vu,v EL叮n,11,), 当llull = llvll = 1, u # v 时，

lltu + (1 - t)vll < t llull + (1 -t)llvll = 1 (VO< t < 1), 

即炉(D,µ) 是严格凸的 • 

例 1.4.27 C( M) 及 L1 (D,µ) 都不是严格凸的．

以C[O,1] 为例． 取 x(t) 三 1,y(t) = t ,  都满足 llxll = IIYII = 1,

但
ll ½(x + v)I = 1.

以 £1 [0,1] 为例．取 x(t) 三 1,y(t) = 2t ,  都满足 llxll = IIYII = 1,

但
l l1(x + v)II = 1.
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有了存在唯一性以后，最佳逼近的计算方法化归求一凸函数
的极小值（见习题 1.4.12). 数值最优化技术给这类问题提供了许
多具体的算法

4.6 有穷维B*空问的刻画

我们已经知道有穷维B*空间觉上的单位球面

S1全{x E龙I llxll = 1}

是列紧的，现在反过来证明：如果一个矿空间克的单位球面是

列紧的，那么这空间必是有穷维的事实上，倘若在S1上给定了
有穷个线性无关的向量{x1心2,···,Xn}, 如果它们的线性包M九

张不满究，那么:3xn+l E S1, 使得

II环+1 - Xi II�1 (i = 1, 2, · · ·, n). 

这是因为任取 yEM九，按定理 1.4.23, 3x E M九，使得

IIY -圳=d 全 p(y,Mn)-

令生1 全 (y - x)/d, 显然Xn+l E S1, 并且

1 1 
II环+1 -动= dlly- (兀十也） II�dd = i

(i=l,2,···,n). 

照此办法，如果穷是无穷维的，我们便可以逐次在S1上抽选出
一串{xn}守�l 适合llxn ·- XT几 II�l(n,m E N,n f m). 这样 81 就
不是列紧的 ． 于是我们得到如下定理

定理1.4.28 为了B*空间咒是有穷维的，必须且仅须劣
的单位球面是列紧的．

定义1.4.29 B*空间度上的一个子集A称为是有界的，如
果存在常数 C > 0, 使得llxll�c(Vx EA). 
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推论 1.4.30 为了B*空间咒是有穷维的，必须且仅须其

任意有界集是列紧的．

上述方法被F. Riesz用来导出如下非常有用的引理．
引理1.4.31 (Riesz引理） 如果龙b是B*空间究的一个

真闭子空间，那么对VO< c < 1, :3y E宽，使得IIYII = 1, 并且

IIY —

兀 II ;::: 1 -C (汾; E f?l"o). 

证 任取Yo E龙＼坏．因为无。是闭的，所以

d全inf IIYo -xii > 0.
xE免·o

因此，Vr, > 0, :3尤o E Zo使得d�llYo-xoll<d+'T] (参看图 1.4.1).

x。
＼ 、 I ＿ ＿ / ／ ／ ／ 1 

图 1.4.1

若Y£(Yo - xo)/IIYo -x叶，则间= 1, 并且对\Ix E坏有

IIY-叶＝ II Yo -x'II d 'f/
＞ －一 =1--

厮-x0 II d + r, d + r,' 
(1.4.21) 

其中叫= xo + IIYo - xollx E度。． 于是对于VO< c < 1, 只要
77 =de八- c, 便得到IIY -xii > 1 -c. • 
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4.7 商空间

设（究， II·II) 是 B* 空间， &:o C 劣是一个闭线性子空间，

x', x" E 宽，记 x'"心”，若 x'- x" E 环． 这是一个等价关系，用

[x] 表示 x 所在的等价类，所有等价类组成的空间称为关于坏的
商空间，记为究IfiXo, 其中加法和数乘定义如下：

(1) [x] 十 [y] = [x + y] ([x], [y] E 龙j沉）；
(2) 入[x] = [入x] (入 E 1K, [x] E 劣j疡）．

容易验证，觉／疡关于上述运算组成一个线性空间
定理 1.4.32 设[x] E !1X / fiXo, 定义

II [xJ II。 = inf IIYII,
yE 回

则(%I fiXo, II·llo) 是 B* 空间， 又当（览， II·II) 是 B 空间时，

（幻坏， II·llo) 也是 B 空间

证 根据定义，龙j坏中零元素为 [x],X E fiXo. 又

II [x111。;�o, II入 lx1 II。 = I入111 [x] II。, V(x] E 兜j坏， 入 E IR

显然成立三角不等式验证如下：

II [x] 十 [yJ II。 = ll[x+yJII。 =
zE\�fy} 

llzll-

取Xn E [x], Yn E [y], 使

llxnll 一 11 [xJ II。, IIYn II -t II [y] II。 (n -too),

这时 Xn + Yn E [x + y], 从而

11 [xl 十 [yJ II。 �llx九 +Ynll

�llxn ll + IIYn ll -t II [x] II。+ II [yJ II。 (n--too),

即成立三角不等式

11 [x] + [yJ II。:冬II [x1 II。 + ll[YJII。.
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现设 II[xJ II 。 = 0. 根据定义存在 x九 E [x], 使得 llx九 11 ---+ o,
n ---+ oo. 因织是闭子空间，由 x — Xn E 坏得

x = lim (x -环） E 免，
n-+oo 

即[x] = 0 为览／览中的零元素，从而（龙／坏， II·II o) 是 B* 空间 ．

再设（觉， II·II) 是 B 空间下证（兜／坏， II·II o) 完备令｛［气｝
是 Cauchy 列则有

ll[xn ] -[xm] II 。 = ll[xn -Xm]II。 --t O (n, m --too).

取子列，仍记为｛［环］｝，使得

1 
ll[xn -x叶1111。延严·

由定义存在 y九 ，叶1 E 觉，y吓+1 E [xn -Xn+1], 满足

1 1 
阮，n+1II�II巳-x叶1]11。+ 2n+l� 严·

记 YI = X1, Y叶1 = Yn -y九，叶I, n�1, 存在 Zn,n+I E坏，使

Yn+I = Yn - (xn -Xn+I + Zn,n+1), 

即

枷+1 - Xn+l = Yn -Xn -Z九
，n+l E笃

因为Yl = X1, 所以[Yn+1] = [x叶1], 这时，

IIYn -Y九十P II�IIYn - Yn+l II +· · ·+ IIYn+p-1 -Yn+p II 

= IIYn,n+1ll +· · ·+ IIYn+p-1,n+pll 
1 1 1 

�2n+l 十
. . . + 2n+p� 严

即伲｝是览中的 Cauchy 列，于是有 yE 览使得

IIYn -YII ---t O (n 一oo).
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因此

II [x n] - [y] II 。 = 11 [Yn] - [y] II。 = 11 [Yn - Y] 11。
�IIYn - YII�0 (n --too), 

即(%I坏，II·IIo) 完备． ． 

习 题

1.4.1 在二维空间配中，对每一点 z = (x,y), 令
llzlli = lxl + IYI; llzll2 =勹；

llzlla = max( lxl, IYI); llzll4 = (x4 + y4)¼. 
(1) 求证 11·lli(i = 1, 2, 3, 4) 都是配的范数
(2) 画出（配， 11 . lli )(i = 1, 2, 3, 4) 各空间中的单位球面图形．

(3) 在配中取定三点 0 = (0, 0), A = (1, 0), B = (0, 1), 试在

上述四种不同范数下求出 60AB 三边的长度．

1.4.2 设C(O, l] 表示 (0, 1] 上连续且有界的函数 x(t)全体
对妇 E C(O, 1], 令 llxll = sup lx(t)I. 求证：

O<t�l 

(1) 11·11 是 C(O,1) 上的范数；

(2)产与C(O,1) 的一个子空间是等距同构的

1.4.3 在C1 [a,b] 中，令

吉

111111 = (J: (I尸 +If'尸）dx) 0/f E C'[a, bl), 

(1) 求证 II·II1 是 C1 [a, b] 上的范数
(2)问(C1 [a,b], II·111) 是否完备？
1.4.4 在C(O, 1] 中，对每一个 f E C(O, 1), 令

½ 
111111 = (J。IJ(x)l2dx) ,

11/112 = u:(l + x)lf(x沪dxf,
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求证： II·111 和 II·II2 是 C[O, 1] 中的两个等价范数．

1.4.5 设 BC(O,oo) 表示 (0, oo) 上连续且有界的函数 f(x) 全

体，对于每个 f E BC(O, oo) 及 a> 0, 定义

llflla = (f。:e-•xlf(x)l2dx)
½

(1) 求证 II·IIa 是 BC[O, oo) 上的范数

(2) 若 a,b > 0, a -/= b, 求证 II·Ila 与 II·llb 作为 BC[O,oo) 上的

范数是不等价的

1.4.6 设织 '.2'"2 是两个矿空间， X1 E织和 X2 E 疡的序

对（气迈）全体构成空间劣＝织 X 疡，并赋以范数

llxll = max( llx1ll1, llx2 ll2), 

其中 X = (x1立2), X1 E .2'"1, X2 E .2'"2 , II·Iii 和 II·ll2 分别是织和
!ft'2 的范数．求证：如果织'.%"2 是 B 空间，那么龙也是 B 空间

1.4.7 设究是 B* 空间 ． 求证：觉是 B 空间，必须且仅须

对平}�=1 C Jf:, 导nll < OO ==>文 x九收敛．
n=l 

1.4.8 记 [a, b] 上次数不超过 n 的多项式全体为耳． 求证：

叮 (x)E C[a, b], 3Po(x) E耳，使得

max x) -Po(x)I = min max lf(x) - P(x)I,a�x�b If( 
PEIP'九 a�x�b

也就是说如果用所有次数不超过 n 的多项式去对 f(x) 一致逼

近，那么 Po(x) 是最佳的．
1.4.9 在配中，对 Vx = (x1, 叩） E 配，定义范数

llx ll = max(lx1l, lx2 I), 

并设 e1 = (1, 0)心o = (0, 1). 求 aE屈适合

肛o-ae1II =喘甘肛o-入e1II ,
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并间这样的a是否唯一？请对结果做出几何解释
1.4.10 求证：范数的严格凸性等价于下列条件：

llx + YII = llxll + II奾(\:Ix=I= 0, y =I= 0) =今x=cy (c >O). 

1.4.11设劣是赋范线性空间，函数盯览一屈称为凸的，

如果不等式

cp(入x+ (1- 入） y)� 入<.p(x) + (1 -入)<.p(y) (VO� 入�1)

成立求证：凸函数的局部极小值必然是全空间最小值
1.4.12设（劣， II·II) 是 一赋范线性空间，M是龙的有限维

子空间，{e1,e2,···,en}是M的一组基，给定gE兜，引进函数
F: 底九 一厌，对Ve= (c1, c2, · · · 心） E贮规定

F(c) =F(c,,c2,···,c九） =It 年 -g I­

(1)求证：F是 一个凸函数
(2)若F(c)的最小值点是 c= (c1, c2, · · · 心），求证：

卢区咕
i=l 

给出g在M中的最佳逼近元
1.4.13设龙是B*空间，坏是龙的线性子空间，假定

=le E (0, 1), 使得

II inf y - xii�cllYII (Vy E 免）．
xE 免了。

求证：环在觉中稠密．

范数

1.4.14设C。表示以0为极限的实数全体，并在C。中赋以

llxll = max l�nl (Vx = (�1, �2, · · ·, �n) E Co).
n�l 
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又设M全{x=忆}�=1 EC,。芦叶
(1) 求证： M 是 Co 的闭线性子空间

(2)设XO = (2, 0, • · ·, 0, • • ·), 求证：

inf llxo - zll = 1, 
zEM 

但Vy EM有llxo - YII > 1. 

·49·

注 本题提供一个例子说明：对于无穷维闭线性子空间来说

给定其外一点xo, 未必能在其上找到一点y适合

llxo - YII = }�£llxo — zll-

换句话说给定x忘M, 未必能在M上找到最佳逼近元

1.4.15设究是B*空间， M 是龙的有限维真子空间求

证： 3y E�, IIYII = 1, 使得

IIY - xii�1 (Vx E M). 

1.4.16若 J 是定义在区间[O, 1]上的复值函数，定义

wo(f) = sup { If (x) - f(y)I IVx, y E [O, 1], Ix — YI�6}. 

如果O<a�l对应的Lipschitz空间Lip a, 由满足

11!11全= 1/(0)I + sup{ 5-awo(f)} < oo 
&>0 

的 一切J组成，并以11111为范数又设

lip a全七{f E Lip al lim b-0wJ(f) = 0}. 
8-o 

求证： Lip a是B空间，而且lip a是Lip a的闭子空间

1.4.17设有商空间兜／％．
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(1) 设[x] E劣I!Z'o, 求证：对Vx E [x], 有

昙0 llx - zll = II [x] Ila-

(2) 定义映射<p: 免一览／坏为

叭x)= [x]全x+坏(Vx E !£'), 

求证：中是连续线性映射
(3) V[x] E !£'/ !Z'o, 求证玉E 免，使得

cp(x) = [x], 且llxll�211 [x] Ila-

(4) 设龙= C[O, 1], !fto = {f E 矿f(O) = 0}, 求证：

劣I!fto兰底，

其中记号 ＂兰” 表示等距同构．

§5 凸集与不动点

5.1 定义与基本性质

一般线性空间中的凸集概念是从平面凸集的特征性质中抽象

出来的． 这性质是若 E 是一个平面凸集，则对于 E 中任意两点
x,y, 联结这两点的线段也在E内，即

泣+ (1- 入）y EE (妇，y EE, VO� 入 �1).

这个性质并不要求空间具有拓扑结构，所以这个概念可以扩充到

一般的线性空间
定义1.5.1 设览是线性空间，Ee觉，称E为一 凸集，如

尥+ (1- 入）y E E (Vx, y E E, VO� 入 �1).
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下面命题可从定义直接推出．
命题1.5.2 若{E入队 EA}是线性空间劣中的一族凸集，

则 n 趴也是凸集
入EA

定义1.5.3设 龙 是线性空间， Ac兜．若{E凇EA}

为度中包含A的一切凸集， 那么称 n 趴为A的凸包，并
入EA

n 

记作 co(A). 又对 Vn E N,x1心2, · · ·,Xn E A, 称区入Xi 为
i=l 

九

气痄···,Xn的凸组合，是指其中系数满足入i�o,L 入= l.
i=l 

命题1.5.4 设究是线性空间， Ac览，那么 A 的凸包是
A中元素任意凸组合的全体，即

co(A) = 

忙入x,lt入; = 1, 入;;, 0, x; EA, i = 1, 2, · · ·, n, \/n EN} .

(1.5.1) 

证若令 S 表示 (1.5.1) 式右端，则 AcS而且S 是凸

集，从而S ::J co(A). 反之，设F为包含 A 的任一凸集，那么

Xi E F(i = 1, 2, · · ·, n), 从而区虹i E F, 即得 SC F, 从而
i=l 

SC co(A). • 
定义1.5.5 设龙是线性空间，C是免上含有0的凸子集，

在劣上规定一个取值于[O, oo]的函数

P(x) = inf {入> 0 j�E C} (Vx E劣） (1.5.2) 

与C对应，称函数 P为C的 Minkowski 泛函
命题1.5.6 设死是线性空间，C是兜上含有0的凸子集

若 P 为C 的 Minkowski 泛函则 P 具有下列性质：
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(1) P(x) E [O, oo], P(0) = O;

(2) P(入x) =入P(x) (Vx E劣，V入> 0) (正齐次性）；

(3) P(x + y)�P(x) + P(y) (Vx, y E究） （次可加性）．
证 只有 (3) 是需要验证的．不妨设 P(x), P(y) 有穷，对设＞

0, 取入1 = P(x) + c/2, 入2 = P(y) + c/2, 则有

X 
—EC, 一

y 
EC.

入1 入2

因为C是凸的，所以

这表明

x+y 入1 X 入2 y= . —+ 
入1+ 入2 入1+ 入2 入1 入1十入2 入2

EC.

P(x+y)� 入1十入2 = P(x) +P(y) +c. 

由 £>0 的任意性得到 (3). • 

何时 P(x) 是真正的函数，即不取 oo? 又何时正齐次性成为

齐次性？为了回答这些问题我们引进如下的概念．

定义1.5.7 线性空间劣中，含有0的凸集C称为是吸收

的如果 Vx E究，3入> 0, 使得 x/-X E C; 称 C是对称的，如果

xEC=今 一XE C. 

图1.5.1显示平面上吸收凸集和对称凸集的图形．

根据定义显然有如下命题
命题1.5.8 为了C是吸收凸集，必须且仅须其Minkowski

泛函 P(x) 是实值函数；为了 C 是对称凸集，必须 P(x) 是实齐次

的，即

P(ax) = lalP(x) (Va E胶）．

对于复数域线性空间上的凸集，我们引进均衡性的概念代替对称

性．
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z
 

吸收凸集 不吸收凸集

c
­

。

对称凸集 不对称凸集

图 1.5.1

定义1.5.9 复线性空间宽的一个子集C称为是均衡的，是

指

xEC=今axE C (Va E <C, 回= 1). 

结合半范数定义（见定义 1.4.21 的注）我们有如下命题．

命题1.5.10 复线性空间劣上的任一个均衡吸收凸集 C,

决定了这空间上的一个半范数

对于赋范线性空间龙，我们有更强的结果

命题1.5.11 设究是一个矿空间，C是一个含有0点的

闭凸集． 如果 P(x) 是 C 的 Minkowski 泛函，那么 P(x) 下半连续，

且有

C= {x E 劣 IP(x)�1}. (1.5.3) 
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此外，如果 C 还是有界的，那么 P(x) 适合

P(x) = 0 台 x=0.

又若 C 以 0 为一内点那么 C 是吸收的，并且 P(x) 还是一致连
续的

证 (1) 加> 0, 若 xE aC, 即 x/aEC, 由 P(x) 的定义便有
P(x)�a; 反之，若 P(x)�a, 则对Vn EN, 有

X X X 

1 
EC, 

1 
一

— (n -too). 
a+- a+-

a 

n n 

又因为 C 是闭的，所以 xE aC. 这就证得

aC= {兀E兜JP(x)�a} (Va> 0). (1.5.4) 

特别地，令 a=l 即得 (1.5.3) 式又因为西> O,aC 是闭集，所

以 P 是下半连续的．

(2) 因为 0EC, 所以 P(0)= 0 是显然的． 在 C 有界假定下，

即 :lr> 0, 使得Cc B(B,r), 于是

妇E览\{0} =} 三毛C =} P(x)� —-.

曰

llxll r 

由此可见，当 P(x) = 0 时，正 = 0.

(3) 若 C 以 0 为内点，即玉> 0, 使得 B(0,r) c C, 那么

rx 
---— 

2llxll 
EC (Vx E览\{ 0}). 

因此 C 是吸收的，并且有 P(x)�2llxll /r(VxE劣）． 于是

2 
IP(x) -P(y)I�max(P(x -y),P(y-x))�

;:
llx-yll 

(Vx,y E览），

从而P(x) 是一致连续的 ．

 



第一章度量空间 ·55·

推论1.5.12 若C是贮中的一个紧凸子集，则必存在正整
数m 幻 n, 使得C同胚于股m 中的单位球

证 (1)用E表示包含C的最小闭线性子流形设其维数是
m(�n). 于是在C上必有m+l个向量e1, e2, · · ·, em, em+l, 使
得ei-em+1(i = 1, 2, ... ,m)是线性无关的．

(2) 令
1 

m+l 
eo =产

Lei.
i=l 

因为eo EC CE, 所以E-e。是一个m维线性子空间于是对
Vy EE, 存在唯一的表示

m 

y=区 µi(ei-eo) + eo, 
i=l 

(1.5.5) 

并在E-e。上可引进一个等价范数

曰
= (t, 低 12)

令

(z = y - eo, y E E). (1.5.6) 

(3) 我们要证： 当 (1.5.6) 式所表示的llzll足够小时，蕴含

(1.5.5) 式所表示的 yEC. 事实上，因为

y = 亭;e, + (1 -t,µi) e。

＝卢[µ;+m�l (l-立）] e;

十 �(l-�µj) 扫+1, (1.5.7) 

当伲l(j = 1,2,···,m)足够小时， (1.5.7) 式右端各项系数都是正



·56· 泛函分析讲义（第二版）（上）

的，并且各项系数的总和满足

�[凸+ m�l (1-产µ;)] + m�1 (1 -tµ;) = 1

所以y Eco{ e1, e2, · · ·, em , em+1} C C.
(4)在E-e。上，C—e。是一个以0为内点的有界闭凸集

它的Minkowski泛函P(z)是E-e。上的一个一致连续、正齐
次、次可加泛函，适合P(z) = 0 {=:} z = 0. 应用定理1.4.22,
日常数C1,C2 > 0, 使得

C1llzll�P(z)�C2llzll (Vz EE -ea). 

设Bm(0, 1)是E-e。中的单位球若令

叩） =eo+e
中/P(z),

0, 

则 <p : Bm (0, l)�C是一个在上同胚

z-/= 0, 

z = 0, 

．

 

5.2 Brouwer与Schauder不动点定理

在拓扑学中有一个重要的属于Brouwer的不动点定理引用
如下：

定理1.5.13 (Brouwer)CD设B是配中的闭单位球又设

T:B-+B是一个连续映射，那么T必有一个不动点xEB.
联合推论1.5.12与Brouwer不动点定理（定理1.5.13), 有
推论1.5.14设C是配中的一个紧凸子栠， T :C-C是

连续的，则T必有一个在C上的不动点．

O这个定理的证明有好多个，除了代数拓扑的证明外，还有几个初等的、纯

分析的证明，例如参看 Milnor J., "Analytic Proofs of the'Hairy Ball Theo­

rem'and the Brouwer Fixed Point Theorem," Amer. Math. Monthly 85, No.7 

(1978): 521-524. Franklin J., Methods of Mathematical Economics (New York: 

Springer Verlag, 1980), pp. 232-246. 
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证 由于 C 与厌m (m�n) 中的一个单位球同胚，记此同胚
为<p: Bm(o, 1) ------t C. 考察映射

九＝矿1
oTo 停

显然 Tep : Bm (0, 1) -t Bm(0, 1). 对 T
ep

应用Brouwer不动点定
理（定理 1.5.13), 存在 x E Bm(0, 1) 使得 Tcpx = x. 由此得到

y = cpx EC 是 T 的不动点 ． ．

现在我们把有穷维空间的不动点定理推广到无穷维空间中去．
定理1.5.15 (Schauder) 设C是B*空间勿中的一个闭

凸子集， T:c�c 连续且 T(C) 列紧，则 T 在 C 上必有一个不

动点
证 (1) 因为 T(C) 是列紧集，所以对 Vn EN, 存在 1/n 网

Nn = {Y1,Y2, ... ,Yr九 ｝，即

r九

T(C) c 日B(从，订偈 ET(C),i= 1,2,··· 五）．

记En = spanN. 九，即比为由N九 张成的有穷维线性子空间

(2) 做 T(C) 一 co(N.九）的映射儿如下：

儿 (y) =笘 y心(y) (Vy E T(C)), (1.5.8} 

其中

入(y) = 吓

mi(Y) 
，

I:mi(Y)
i=l 

叽(y) = 

1 - nllY - Yill,

0,

，

 

．
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因为 mi(Y)�0, 并且 Vy E T(C), 3io(l幻o幻n ), 使得

yEB(三）， 千是 m;. (y) > 0,

r九

所以区皿(y) > O(Vy E T(C)). 因此，入(y)(l勺釭n) 有定义并
i=l 

满足
r九

入i(Y)�0 (1�i�rn), 区入(y) = 1. (1.5.9) 
i=l 

于是 In 在 T(C) 上有定义，并且 (1.5.8) 式与 (1.5.9) 式蕴含 In(Y)
是Nn 元素的凸组合，从而In (Y) E co(Nn)- 此外还有

IIJnY-YII = II辛入(y)-卢 y入
��

II

=II皇Yi -y)入(y)II� 笘朊 -y\l入(y)

一 区 I如 -yll入 (y)

yEB(y吐）
r九

＋ 区 IIYi- Y队(y)
症B(y心）

1 1 
<-+0=-. 

n n 

(1.5.10) 

(3) 注意到T : C --t C,Nn c T(C), 而C是凸的，所以
co(N九） CC. 令Tn 全儿oT, 那么 Tn : co(N九） --t co(Nn). 又
注意到co(Nn )是En 中的一个有界闭凸子集，应用推论 1.5.14,
:3xn E co(Nn ) CC, 使得

TnXn = Xn , (1.5.11) 
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又因为T(G)是列紧集而C是闭集，所以存在子列 nk 及 XE C, 
使得

Tx九k
---+ X (k---+ oo). (1.5.12) 

联合 (1.5.10) 式与 (1.5.11) 式得到

llxn - xii = 111;. 九Xn-xii 
= IIInTXn -Tx九 +Txn-x ll

�Ill九Tx九 -Txnll + IITx九 - x ii
1 

< -+ IITxn -x ii (Vn E N). (1.5.13) 
n 

联合 (1.5.12) 式与 (1.5.13) 式即得 x九k
-+ x(k---+ oo), 再利用 T 的

连续性和 (1.5.12) 式即得

Tx= x. ．

 

定义1.5.16 设龙是 B* 空间， E 是龙的一个子集，称映
射 T:E--+ 究是紧的，如果它是连续的并且把 E 中的任意有界

集映为穷中的列紧集
推论1.5.17 设 C 为 B* 空间觉中的一个有界闭凸子集，

T:C--+C 是紧的，则 T在 C 上必有不动点

5.3 应用

再考察常微分方程初值问题的存在性定理现在只假设函数

f(t, x) : 厌x脱 —}厌

在 [-h,h] X [t - b,t + b] 上二元连续（从而有常数 M > 0, 使得

If (t, x)I�M). 考察 C[-h, h] 中的球万亿，b) 上的映射

(Tx)(t) = e + s:f行， x(分）dr. 
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我们来证明：对足够小的 h, T 映万亿，b) 到自身，并且 T 是紧的．
事实上，

IITx - {llc[-h,h]�Mh (Vx E 万({,b)),

故当 h勺/M 时， T映 B亿，b) 到自身又因为

l(Tx)(t) - (Tx)(t')I = s:,f亿式））dT 

�Mlt - t'I (Vt, t'E [—h,h]), 

l(Tx)(t)I�1e1 + Mh (Vt E [-h, h]), 

所以 T 连续，并根据 Arzela-Ascoli 定理（定理 1.3.16),万((, b) 在

T 映射下的像是列紧的． 应用 Schauder 不动点定理（定理1.5.15),
立得下述定理．

定理1.5.18 (Caratheodory) 假设函数 f(t, x) 在 [-h, h] X

[e- b芯+ b] 上二元连续，甘(t, x)I�M, 那么当 h < b/M 时，方程
的初值问题

｛的） = f(t, x(t)), 
x(O) = e 

在 [-h, h] 上存在解 x(t).

习 题

1.5.1 设劣是 B* 空间， E 是以 0 为内点的真凸子集， P 是

由 E 产生的 Minkowski 泛函，求证：
(l) x EE{=} P(x) < 1;

(2) E = E.

1.5.2 求证在 B 空间中，列紧集的凸包是列紧集
1.5.3 设 C是 B* 空间勿中的一个紧凸集，映射 T:C-tC

连续，求证： T 在 C 上有一个不动点
1.5.4 设 C 是 B 空间克中的一个有界闭凸集，映射 Ti:

C 一 !t'(i = 1, 2) 适合
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(1) Vx,y EC==}飞x+T2y EC;

(2) T1是一 个压缩映射，T2是一 个紧映射
求证： T凸乃在C上至少有一个不动点

·61·

1.5.5设A是nxn矩阵，其元素 aij > 0(1�i,j�n), 求
证：存在入 >0 及各分量非负但不全为零的向量 XE即，使得

Ax = 入X.

提示在配上考察子集

叫 x=(xi, 心）：今; = 1,x彦O(i = l,2,·..,n)},

并做映射

f(x) = n

Ax 

区(Ax)j

j=l 

1.5.6设K(x,y)是[O,1] x [O, 1)上的正值连续函数，定义映

射
1

(Tu)(x) = f K(x, y)u(y)dy (Vu E C[O, l]).
。

求证存在入 >0 及非负但不恒为零的连续函数u,满足

Tu= 入u.

§6 内积空间

矿空间上虽然有了范数，可以定义收敛，但是缺少一个重要
概念——”角度” ，所以还不能说两个向量相互垂直欧氏空间即
上两个向量的夹角是通过内积来定义的，在无穷维空间上也可引
入类似的概念



·62· 泛函分析讲义（第二版）（上）

6.1 定义与基本性质

我们先从共辄双线性函数的概念入手
定义 1.6.1 线性空间劣上的一个二元函数a伈）：兜x兜一

底，称为是共辅双线性函数 (sesquilinear), 如果

(1) a(x, a1y1 +�2Y2) =石1a(x,Y1) +石2a(x,Y2),
(2) a(a1x1 + a2x2, y) = a1a(x1, y) + a2a(x2, y),

其中立，y立1心2, Y1, Y2 E究， Va1,迈 E 底． 我们还称由

q(x)全a(x,x) (Vx E !!£) 

定义的函数为度上由a诱导的二次型
命题1心2 设a是度上的共辄双线性函数，q是由a诱导

的二次型，那么

q(x) E IR(Vx E 劣) � 二二二二> a(x,y) = <芦 (Vx, y E !!£).

证 ＂仁＝＂ 是显然的． 下证"==;-". 从

q(X + y) = q(x + y) (Vx, y E 龙），

容易推出
a(x, y) + a(y, x) = a0心＋而扂). (1.6.1) 

在 (1.6.1) 式中换 y 为 iy, 即得

-a(x, y) + a(y, x) =环石｝一而石). (1.6.2) 
---—·一

(1.6.1) 式与 (1.6.2) 式相减即得 a(x,y) = a(y, 切 • 

定义 1.6.3 线性空间究上的一个共辄双线性函数

(·, ·) : 劣x劣一底

称为是一个内积，如果它满足：
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(1) ( 
.—... 

x,y)=(y,x) (Vx,yE究） （共辄对称性）；
(2) (x, X)�0 (V X E免），(x,x) = 0 {::::::::} x = 0 (正定性） ．

具有内积的线性空间称为内积空间，记作（劣，（．， ．）） ．

注 若在(2)中仅保存非负定条件(x,x)�O(Vx E免），则
称(·'·)为一 个半内积，对应的空间称为半内积空间

显然，这个内积概念是有穷维欧氏空间上相应概念 的推广 ．

例1.6.4 贮飞产都是内积空间它们的内积分别定义为
n 

(x, y) =区磷 （西，yE贮），
i=l 

n 

(x,y)=L郊 (Vx,y EC勹，
i=l 

其中 X = (x1,X2, · · ·, 环），Y= (Y1, Y2, · · ·, Y吵
例1.6.5 户空间（定义见例1.4.11的注(2))是内积空间，规

定内积
00 

(x, y) =区立队，
i=l 

其中 X = (x1,x2, ... ,Xi, ..'),y = (Y1,Y2,'··,Yi,'·· ) E l2 . 
例1.6.6 L2 (D, µ) (定义见例1.4.11)是内积空间，规定内积

(u,v) = f nu(x)· 忑沁

其中 u,vE炉(il,µ).
例1.6.7 在空间C只百）（定义见例1.4.13)中，规定内积

(u,v) = L fa铲u(x) ·护v(x)面
回廷

那么(C勺百），（．， ．））是一个内积空间．

(Vu,v EC坏0)).

和欧氏空间配 一样，由内积可以导出范数，这要用到下面一

个重要的不等式
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命题 1.6.8 (Cauchy-Schwarz 不等式） 设（劣，（．， ．））是内
积空间若令

llx ll = (x, x)½(Vx E 龙）， (1.6.3)

则有

l(x, y)I�llxll·IIYII (\/x, YE 龙）， (1.6.4)

而且 (1.6.4) 式中的等号当且仅当 x 与 y 线性相关时成立
我们就更一般的情形证明不等式 (1.6.4).
命题 1.6.9 设a是线性空间免上的共辄双线性函数， q(x)

是由 a 诱导的二次型如果

q(x)江(Vx E龙）且 q(x)=0{=今 X = 0, 

那么

la(x, y)I�[q(x)q(y)]½(Vx, y E 劣）， (1.6.5)

而且 (1.6.5) 式中的等号当且仅当 x与y 线性相关时成立
证 不妨设 y =I 0, 对 V入已K考察

q(x+入y) = q(x) + "Xa(x, y) +入a(y, x) +从l 2q(y)�0. (1.6.6) 

取入= -a(x, y)/q(y), 因为 a(x, y) =而石;)(这是由假设q(x)�0,
根据命题 1.6.2 推出的），所以

q(x) - 2la(x, y) l2 la(x, y)l2

＋ 

q(y) q(y) �0, 

由此立得 (1.6.5) 式又当 x=-入y(入盯K) 时，(1.6.5) 式中的等号
成立反之，若 (1.6.5) 式中的等号成立，则 (1.6.6) 式中的等号成
立，从而 X=-入y(入句K). • 

命题 1.6.10 内积空间(!£,(·, ·))按 (1.6.3) 式定义范数，是

一个矿空间
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证 只要证明按 (1.6.3) 式定义的 II·11 是范数． 事实上，定

义 1.4.9 中的 (1) 和 (3) 都是显然成立的，下面来验证 (2).

llx + Yll
2 = (x + y, x + y) 

= (x,x) + (x,y) + (y,x) + (y,y) 

�llxll
2 
+ 2llxll llYII + IIYll

2 

= ( llxll + IIYll)2 
(\:Ix, YE X-). • 

命题 1.6.11 在内积空间（劣，(·'·))中，内积 (x, y) 是龙x兜

上关于范数 lI·II 的连续函数

证 设Xn�x,y九
-+ y. 那么 llxnll 和 IIYnll 有界，用 M 表示

它们的一个上界，便有

l(xn, Yn) - (x, Y)I 

�IC五如） - (x, Yn)I + l(x, Yn) - (x, Y)I 

�II环- xii·IIYnll + llxll·IIYn - YII 

�MIi环 － 叶+ llxll llYn - YII -+ 0 (n一对 • 

命题 1.6.12 内积空间（究，（．，．））是严格凸的B*空间
证 \:/0 <入< 1, 根据命题 1.6.8 我们有

II入x+ (1- 入)Yli
2 

＝入
2 llxll

2
+ 2入(1 -入）Re(x, y) + (1 -入）

2 
IIYll

2 

＜从+ (1- 入）]
2 

= 1 (当 llxll = IIYII = 1, x -1- y). • 

我们还要问：什么样的矿空间（龙， II·II ) 可以引入一个内积

（．， ． ）适合
(x,x) 合= llxll (\:Ix E !1£'). (1.6.7) 

命题 1.6.13 在B*空间（龙， II·11) 中，为了在兜上可引入

一个内积(·'.)适合 (1.6.7) 式必须且仅须范数 II·11 满足如下平
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行四边形等式：

llx + Yll2 + llx -Yll2 = 2(llxll2 + IIYll2) (Vx, YE龙）. (1.6.8)

证 必要性可通过直接计算得到为了证充分性，令

扣X + Yll2 -llx -Y胪）， 当氏＝良

(x,y) = <¼(llx+y!l2 - llx-y胪+illx + iyll2

-illx — iyll2), 当瓜=C.

容易验证它是一个满足(1.6.7)式的内积 • 
定义1.6.14 完备的内积空间称为 Hilbert 空间

例1.6.4, 例1.6.5和例1.6.6 都是 Hilbert 空间下面我们再

举一个在偏微分方程边值问题理论中特别有用的内积空间＿＿

Ho位）作为例子，为此先证明如下引理
引理 1.6.15 {Poincare 不等式） 设Clf(il) 表示有界开区

域 nc 贮上一切 m次连续可微，并在边界 an 的某邻域内为 0
的函数集合，即

需 (n) = {u EC气百加(x) = O, 当兀 E an 的某邻域｝．

那么Vu E C0位）有

区 f矶铲u(x)l2dx�C 区 j队铲u(x)l2dx, (1.6.9) 
回<m 回=m

其中 C是仅依赖于区域9 及 m 的常数
证 因为 9是有界的，我们可以把9放在某个边长为a的

立方体凸内，适当选择坐标系，使得

il1 = {(x1,X2,···,Xn ) E JRn lO�Xi�a(i = 1,2, ... ,n)}. 



第一章度扯空间 ·67·

在趴\Q 上补充定义 u = 0, 经补充定义后， u(x) 在趴上 m 次连
续可微，而且在边界上等于 0.\:/x E趴，

u(x) =厂竺 (t,x2,···,环）dt.o at 

再利用 Cauchy-Schwarz 不等式（命题 1.6.8), 我们有

a au 2 

lu(x)l2 ,:;; afo 芦 I dx1. (1.6.10) 

在趴上积分不等式 (1.6.10), 我们得

2 

f lu(x)l2dx ,:;; a
2 f I au

{1 {1 玩 I dx 

�a2 J nlgradu(x)l2 dx. (1.6.11) 

然后逐次应用不等式 (1.6.11) 于胪u(x)(回< m), 即得不等式

(1.6.9). • 

引理 1.6.15 表明在 C职n) 上，

½ 

llullm 全 (L J队铲u(x)l2da:) (1.6.12) 
回=m

和

llull 全(呈I队护u(x)l2dx)
½

(1.6.13) 

是一对等价范数． 记 C职n)按 (1.6.12) 式完备化后的空间为
H0(fl). 它是 Hm(n) (定义见例 1.4.14) 的一个闭子空间．

例 1.6.16 Ii职n)是一个Hilbert空间，其内积定义为

(u,v归＝区 fnaau(x). 胪v(x)dx (劝， VE (7i灼 (il)). (1.6.14)
回=m
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注 当0的边界 an 具有光滑的法向导数时H职fl)中的
元素实际上是满足边界条件

au {} 
m-1

叶卯＝矶
{I

= ... =仁） 叶
i}{I

= 0

的cm 位）函数u的一种推广，其中8/8n是8[}上的法向导数．

6.2 正交与正交基

在内积空间究中，可以引入两个向量夹角的概念，从而可定
义什么叫垂直或正交． 和欧氏空间一样，对内积空间中的两个向

量x,y, 我们用
l(x,y)Io 全 cos-1

llxll·IIYII 
表示它们之间的夹角

定义1.6.17 内积空间劣上的两个元素 x 与y称为是正交

的是指

(x,y)=O, 

记作 x 上 y. 又设M是龙的一个非空子集，XE度．若对 'vy EM 

都有x 上 Y, 则称x与M正交，记作立LM. 此外我们还称集合

{x E趴x 上M}

为M的正交补，记作M..1 .

由定义可以直接推出
命题1.6.18 设劣是内积空间，M是宽的一个非空子集
(1) 若x J_ Yi (i = 1, 2) , 则

x..l 入1Y1 十入动2 (\:/入1,.-\2 E底）．

(2)若 X = y + Z, 且y 上 z, 则

llxll
2 

= IIYll
2 

+ llzll
2 -
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(3) 若x..l.y九 (n EN), 且 Yn 一y, 则 X J_ y. 

(4)若 x 上 M,则 x 上 spanM.

(5) M...L 是免的一个闭线性子空间

·69·

现在我们把欧氏空间中的直角坐标系概念推广到一般的内积
空间中去

定义1.6.19 设览是一个内积空间，集合S= {e。 la EA} 
是劣的一个子集称S为正交集，是指

ea ..l. €(3 (当a =I= {3, 如，{3 EA). 

如果还有llea ll= l(Va EA), 则称S为正交规范集又如果在勿
中不存在非零元与S正交，即s...L

= {B}, 那么称S为完备的
一个内积空间是否一定有完备的正交集？为了回答这个问题，

我们引用一个与无穷归纳法等价的命题——- Zorn 引理
引理1心20 (Zorn) 设览是一个半序集．如果它的每一个

全序子集有一个上界，那么免有 一个极大元．
命题1.6.21 非{0}内积空间觉中必存在完备正交集．
证 因为兜＃｛外，所以究 中的正交集依包含关系构成一

个半序集类，并且每个全序子集类有 一 个上界，就是这些集之并
集依 Zorn 引理（引理 1.6.20), 这个半序集类有极大元我们
来证明这个极大元（记作S)就是完备正交集因若不然，则必
如 ES...L

心0 =I= 0, 令S1 = {xo} US, 得到S1还是正交集，并且
Si S1, 这便与S的极大性相矛盾 • 

定义1.6.22 内积空间究中的正交规范集S= {ea la EA}, 
称为一个基（或封闭的）是指VxE究，有下列表示：

x= 区(x,e a )e a , (1.6.15) 
aEA 

其中{(x,e。)la EA}称为x关于基{eala EA}的Fourier系数
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定理 1.6.23 (Bessel 不等式）设免是一个内积空间如
果8= {ea 伈EA} 是究中的正交规范集，那么 Vx E 劣，有

汇 l(x,e。沪�llxl1 2 ·
aEA 

(1.6.16) 

证 首先对 A 的任意有限子集，不妨设它们是 1,2, · · ·, n, 证

L l(x,ei)l2�llxll2 -
i=l 

(1.6.17) 

因为

＼
＼

丿

e
3）e38,
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ei

忔
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eig

ei8,
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立
勹
笘

工

8

(

<I

=
 

。

九

= llxll 2 - E l(x, ei)I气
i=l 

所以(1.6.17) 式成立由此可见，对 Vn EN, 适合l(x,e。)I> 1/n

的 aEA 至多只有有穷多个，从而 (x,ea) =/= 0 的 aEA 至多有可

数多个于是 (1.6.16) 式的左端实际上是至多可数项求和的级数．

再由 (1.6.17) 式我们有

区 I(x, ea ) 12�llxll气
aEAJ 

其中 A1 表示 A 的任意有限子集由此立得 (1.6.16)式 •

推论 1.6.24 假设览是 Hilbert 空间，且 {e冰�EA} 是免

中的正交规范集．那么对\:Ix E觉，有

区(x,e。凡E兜，
aEA 
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x-区(x, e。厄 = llxll 2 一区l(x, e。沪．
aEA aEA 

. 71. 

(1.6.18) 

证不妨设使得 (x,e0 ) /= 0 的可数多个 aEA 是 1, 2, · · ·,

n, ...'那么
00 

区(x, e。凡＝区(x, en) en ,
aEA 九=l

00 

并由 Bessel 不等式（定理 1.6.23) 可知Ll(x,en 沪收敛，因此有
n=l 

m+p 2 m+p 

呈位，en)en l = f.1他，en )l2 ---+ 0 (m---> oo, 劝EN).

于是，｛环 = ff; (x, en )en} 是基本列从而

00 

区(x,e。沁＝区(x,en厄= lim Xm E兜．
m�oo 

aEA n=l 

00 00 

又因为尤 一 区(x,en )en 1- 汇(x心）e九，所以
n=l n=l 

Ix 一 产(x,e九）en 

2 

= llxll2 - f l(x, e,.)12
n=l n=l 

这就是 (1.6.18) 式 • 

何时 Bessel不等式 (1.6.16) 式取等号？何时 L(x, e。) e。等
aEA 

于 x? 请看如下定理
定理 1.6.25 设龙是一个庄lbert 空间，若 S= {e。 laE A} 

是龙中的正交规范集，则如下三条等价：



. 72. 

(1) S 是封闭的；

(2) S是完备的；

(3) Parseval 等式

泛函分析讲义（第二版）（上）

II年＝呈 l(x, e。沪(v'x E究） . (1.6.19) 

成立

证 (1)=今 (2). 若 S 不完备，则 3x E龙\{0}, 使得

(x, ea) = 0 (Va EA). 

但由封闭性有 x= 区(x, e。卢= 0, 矛盾
aEA 

(2)=今 (3). 若3x E兜使Parseval 等式(1.6.19) 不成立，则由

(1.6.18)式

Ix
— 汇(x, 如） ea 2 = II年 － 区 l(x, e"沪> 0.

cxEA aEA 

于是 y 全尤 一 区(x, e。)e叮钮，但 yES上这与 S 完备性矛盾
aEA 

(3)=汛）．联合Parseval 等式(1.6.19) 与(1.6.18) 式得到

因此有

Ix
一 区(x,ea)e。

2

= llxll2 -区 l(x, e。沪=0.
aEA aEA 

x = 汇位， ea )e。．
aEA 

下面举一些正交规范基的例子

例1.6.26 在 £2 [0, 2兀］上，

1 
en(t) = 一一 eint 

墨
(n= 0, 士1, 土2,...) 

． 
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是一组正交规范基. Vu EL旰0,2兀］，对应的Fourier 系数是

1 2兀

(u, en )= 亭 f 。 u(t)e-intdt (n = 0, 士1,士2, ...). 

例1.6.27在户空间上，

en = (0, 0, · · ·, 0, 1_, 0, · · ·) (n = 1, 2, 3, · · ·) 
n 

是一组正交规范基

·73·

例 1.6.28 设D 是 C 中的单位开圆域 H2 (D) 表示在 D 内

满足

ff iu(z沪dxdy < 00 (Z = X + iy ) 

的解析函数全体组成的空间规定内积为

(u, v) = ff u(z)v{z)dxdy. 

这时函数组

崎） =fz九一I (n = 1, 2, 3, • • •) 
兀

是一组正交规范基设 u(z) =区如k
E H2(D), 它对应的Fourier

k=O 

系数是

(u, 叫＝订区妇k 丘-1dxdy

=t::� 虷1 心）

=b九一 ： (n = 1, 2, 3, · · ·). 
n 
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6.3 正交化与Hilbert空间的同构

线性代数中的Gram-Schmidt正交化过程可以毫无困难地搬

到内积空间上来设{x1,X2, …｝是内积空间兜中的一列线性无
关的元素．我们要构造一组正交规范集

s = { ei Ii = 1, 2, ... } , 

使得对Vn E N,e九 是X1心2,.'',Xn 的线性组合，而且x九 也是
e1, e2, · · ·, e九 的线性组合其构造过程如下：

Yi = X1, 

Y2 = x2 - (x2心）e1, 

九 一 1

Yn = Xn -区(xn 心）ei, 
i=l 

Y1 e1 = 
IIY1II' 
Y2 e2 = · 

IIY2 II' 
. . . . . .

Yn en = 
IIY九 II'

定义1.6.29 设（无，(·, ·h)与(&:"2,(·, ·)2)是两个内积空间，
如果存在免i�.2'"2的一个线性同构T, 满足

(Tx, Ty)2 = (x, y)1 （妇，yE织），

则称内积空间无与纺是同构的．
定理1.6.30 为了Hilbert空间龙是可分的必须且仅须它

有至多可数的正交规范基s. 又若S的元索个数N < oo, 则无

同构于 JKN
; 若N= oo, 则龙同构于l2 .

证 必要性设巳｝铲;,1 是兜中的可数稠密子集，那么其中
必存在一个线性无关的子集{y叶:=1 (N < oo或 N = oo), 使得

span伲｝饥= span{x叶�=1·
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再对{y叶:=l应用Gram-Schmidt过程，便构造出一个正交规范

集｛动:=l· 又因为

span{ en}!;=1 = span{y社：：�1=兜，

所以伈｝芷1 是正交规范基
充分性．设伈｝芷1 (N < oo或N= oo)是龙的正交规范

基，那么集合

{x=tan叫Rean与Iman 皆为有理数｝

是龙中的稠密子集从而究是可分的．

对于正交规范基{e九}f:=1 (N < oo或N= oo), 做对应

T: x�{(x, 环）}:=l (Vx E兄）．

根据Parseval等式我们有

1lxll
2 =区l(x, en 沪(Vx E免）．

n=l 

由此可见，对应T是劣 �I[{N (当N<oo)或宽 �z2 (当N=oo)
的一对一在上线性同构．此外，

(x,y) =卢位， e,)己，产(y, ej)ej)

＝区位，ei)环句(Vx, y E兜）．
i=l 

因此T还是保持内积的于是当N<oo时览同构于胚凡而当
N=oo时，龙同构于 z

2
. •
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6.4再论最佳逼近问题

我们在本章4.5小节中曾经把最佳逼近问题看成求空间上一
点到它的一个线性子空间的距离问题在那里给定的子空间是有
穷维的对于无穷维闭线性子空间M来说一般不知道能否对给
定的XE宽，找到一点yEM适合

坻f llx -zll = llx - YII

（见习题1.4.14). 然而在Hilbert空间中，不但答案是肯定的，而且

可以用更为一般的闭凸子集C来代替闭线性子空间M. 现在我
们先从x=0这一特殊情形开始

定理1.6.31 如果C是Hilbert空间度中的一个闭凸子集，

那么在C上存在唯一元索x。取到最小范数
证存在性．若0EC, 则XO=0, 若晖C,则

d 全 inf llzll > 0. 
zEC 

由下确界定义，VnE N,:3xn EC, 使得
1 

d�llx nll�d + - (n = 1, 2, · · ·). (1.6.20) 
n 

如果{x n }有极限Xo, 那么由C的闭性，xoEC, 并由(1.6.20)式
llx叶=d, 即x。取到了C上元素的最小范数为了{x n}有极限，
只需验证巳｝是一个基本列这要用到平行四边形等式

llxm -X nll 2 = 2(llx才+ llx矿） -411 扫；X
九 II

2 

0 [(d+ 五） + (d+ 点）
2

]- 4d2 ...... 0 (当n, m -+ oo).

唯一性．如果有XO应oEC使得肛oil=I匠all=d, 那么

巨－玩112= 2(llx矿＋脖o胪） -411 XQ ; XQ 11
2 

�4d2 -4d2 = 0' 
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即得 XO=岔0 (见图 1.6.1). ．

 

。

图 1.6.1

推论1.6.32 若C 是 Hilbert 空间览中的一个闭凸子集，

则对Vy E龙，3lxo EC, 使得

IIY -xoll = inf llx -yll- (1.6.21) 
xEC 

证 只需考察集合C-{y} 全 {x-ylxEC}, 它显然还是劣

上的一个闭凸子集根据定理 1.6.31. 3lzo EC - {y}, 使得

llzo II = inf llzll-
zEC-{y} 

令x。 全 zo + Y, 便得到 (1.6.21)式 • 

特例 1.6.33 若 M 是 Hilbert 空间劣上的一个闭线性子空
间，则对 Vy E 劣，叫xo EM, 使得

IIY-xoll = }rL llx -yll-

虽然我们证明了最佳逼近问题(1.6.21)式的解Xo (简称为最

佳逼近元）是存在唯一 的． 但是上述证明并没有告诉我们这个元

素有什么性质下面一个定理给出最佳逼近元的刻画

定理 1心34 设C 是内积空间览中的一个闭凸子集，刘 E

劣，为了x。是y在C上的最佳逼近元必须且仅须它适合

Re(y -x0, xo -x)�0 (\:Ix EC). (1.6.22) 
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证 对 Vx EC, 考察函数

</Jx(t) = IIY - tx - (1-t)xoll
2 (t E [O, 1)).

显然，为了 Xo 是y在C上的最佳逼近元，必须且仅须

下证

因为

所以

因此

'Px(t)�'Px (O) (\Ix EC, Vt E (0, 1)). (1.6.23) 

(1.6.22) 式成立-今 (1.6.23) 式成立. (1.6.24) 

'Px(t) = II (y -xo) + t(xo -x)ll2

= IIY-xoll 2 
+ 2tRe(y-xo,xo -x) + t2 llxo -xll 2, 

cp今 (0) = 2Re(y -xo, xo -x). (1.6.25) 

(1.6.22) 式成立-今砱 (0)�0. (1.6.26) 

又因为

所以

</Jx(t) -'Px(O) = <I左(O)t + llxo -xll2t气

吟 (0)�0 {=} (1.6.23)式成立 (1.6.27) 

联合 (1.6.26) 式与 (1.6.27) 式即得 (1.6.24)式 • 

推论 1.6.35 设 M 是 Hilbert 空间宽的一个闭线性子流

形. Vx E ft", 为了 y 是 x在M上的最佳逼近元，必须且仅须它适

合

x-y 上 M-{y}全{w = z -yjVz EM}. (1.6.28) 
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证 由定理 1.6.34, 为了 y 是 x 在 M 上的最佳逼近元必须

且仅须

Ro(x -y, y- z)�0 (Vz EM). (1.6.29) 

因为 M 是线性流形，所以 VzEM 可表示为

z=y+w ( wEM-{y}). (1.6.30) 

注意到 M-{y} 是线性子空间且当 z 跑遍 M 时， w 跑遍 M-{y}.
将 (1.6.30) 式代人 (1.6.29) 式得

Re(x - y, w)�0 (Vw EM -{y}). (1.6.31) 

在 (1.6.31) 式中，用 -w 代替 w, 便推出

Re(x -y, w) = 0 (Vw EM -{y}). (1.6.32) 

进一步在 (1.6.32) 式中用 iw 代替 w, 便推出

(x-y,w)=O (VwEM-{y}). 

这就是 (1.6.28)式 • 
特例 1.6.36 当 M 是闭线性子空间时， M-{y} = M. 因

此，为了 y 是兀在 M 上的最佳逼近元必须且仅须 x-y ..L M. 
推论 1.6.37 (正交分解）设 M 是 Hilbert 空间劣上的一

个闭线性子空间． 那么 VxE !£, 存在下列唯一的正交分解：

X = y + z (y E M, z E M勹. (1.6.33) 

证 取 y 为 x 在 M 上的最佳逼近元而 Z = X -y, 即为满
足(1.6.33) 式的分解又若还存在另外一种分解：

x = y'+ z' (y'E M, z'E M吓

y -y'= z - z'(E Mn M勺= 0,

即得分解的唯一性 ．
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注 由x的正交分解产生的y称为x在M上的正交投影
（见图 1.6.2).

z

 

图 1.6.2 

6.5 应用：最小二乘法

(1)实际观测问题许多实际观测数据的处理问题如下：已知
黛y与量X1,X2, · · ·, Xn 之间呈线性关系：

y=入1X1 +入2X2 +· · · 十入nXn·

但事先这些线性系数从心，．．．，入n 是不知道的． 为了确定它们
观测数据 m 次，即测得 m 组数，如表 1.6.3 所示． 如果观测绝对
精确，原则上只要测量m=n次通过线性方程组就可以解出

从坛. . .'入n · 事实上，任何观测都不可避免带有误差． 这样便多
观测些次数，即m>n. 于是方程的个数大于未知数的个数今按
下述意义确定系数求从入2, ...'入九，使得

m 九
2 

皿n 骂u> - La, 式j)

a1 ,0:2, …, <Xn 
j=l t=l 

m 九
2 

飞 I叭j) -笘入x)j) I 
这个问题可以看成是在空间陀n 中，求由表 1.6.3 中的后n列向

量张成的子空间上的元素，对于给定的表 1.6.3 中的第一列向量的

最佳逼近
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表 1.6.3 

y(l), ＂ 
(1) (1) 
1 , 吩，

y(2)' X (2) (2) 
1' X2' 

y(3)' 
(3) 

＂ 1' 
(3) X2'

y(m), (m) X (m) Xi' 2'

Xn(
1) 

Xn (2) 

Xn (3) 

工九
(m) 

·81·

(2) 平方平均逼近．在函数逼近论中，对于给定的一般函数 /E

炉[a, b], 要求用给定的 n 个 L2 [a , b] 函数 们平2, · · ·,'Pn 的线性组

合按平方平均意义求最佳逼近，即求系数从柲. . .'入n, 使得

"''严，知 J: f(x)- 辛,p;(x)

2 

dx 

= J: J(x) -立心(x) 2 dx 
i=l 

(3) 最佳估计问题设 (n, 级 P) 是一个概率空间，即一个测度
空间，满足 P(il) = 1. 所谓一个随机变最 X 就是 (D, 勿，P) 上的一

个可测函数． 在随机过程中，常对随机变量 X(w) 用另一组随机变

量 X心），X2(w), · · ·,X九 (w) 的线性组合来估计．设 X,X1,X2,· ··,

Xn E L2(il, 绍，P), 求系数从抎... ) 入n,使得
2 

min f X(w)- 区 ai凡(w) dP(w)
(0:1 心2,--·'知）E即 9

i=l 

= f nlX(w)- 卢入X心）
2 

dP(w) 

上面三个问题本质上是一个：在 Hilbert 空间览上给定 x 及

X1心2,... , Xn, 要求出（从耘. . . ) 入，几 ） E 贮，使得
n n 

如，切，气九 ）E厌•
X -�a;x; I= Ix 一 ：入x·II·
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从几何上看，就是求x在由 X1心2, ...'X九 张成的子空间M上的正

交投影不妨设 {x1心2, · · ·, Xn }是线性无关的根据特例 1.6.36,

为了Xo =汇虹』是所求的解，必须且仅须
i=l 

(x-x0,xj)=O (j=l,2,···,n), 

立入(xi, Xj) = (x, Xj) (j = 1, 2, ·.. , n). (1.6.34) 
i=l 

因为解伈｝？是存在唯一的，所以线性方程组 (1.6.34) 的系数行
列式不等千 o. 由此求得

入i=

(x1心1)

(x1立2)

(x1, 吓）

(x1, x1) 

(x1, x2) 

(x1, Xn) 

(x,x订

(x,x刃

(x, 吓）

(xi心1)

(xi, 迈）

(x幻环）

（环心1)

(xn, 心）

(xn, 吓）

(xn心1)

(x九，迈）

(xn
, Xn) 

习 题

(i=l,2,···,n). 

1.6.1 (极化恒等式）设a是复线性空间勿上的共扼双线性
函数，q是由a诱导的二次型，求证：对西，yE穷有

1 
a(x, y) = 4 [q(x + y) -q(x - y) + iq(x + iy) - iq(x - iy)].

1.6.2 求证：在 C[a, b] 中不可能引进一种内积(·, ·), 使其满

足
(f,f)令=d翠blf(x)I (VJ E C[a, b]). 
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1.6.3 在L2 [0, T] 中，求证：函数

“一 If�e-CT-T)式）d71伍 E L2 [0, Tl)

在单位球面上达到最大值，并求出此最大值和达到最大值的元
素x.

提示利用Cauchy-Schwarz不等式（命题 1.6.8) 及其取等号

的条件
1.6.4 设M,N是内积空间中的两个子集，求证：

Mc N ==> N
..1 

c M
..1

. 

1.6.5 设M是Hilbert空间宽的子集，求证：

(M..l)..l = spanM. 

1.6.6在L叮—1,1]中，问偶函数集的正交补是什么？证明你
的结论

1.6.7 在L2 [a, b]中，考察函数集S = {e2nin吓

(1)若lb- al�1, 求证：31. = {0};
(2)若lb- al> 1, 求证31. =/= {0}.
1.6.8 设免表示闭单位圆上的解析函数全体，内积定义为

一一一,.,,
,
_

(!, g) 
= 

f {
H 

f(z�(z) dz (VJ, g E免）．

求证｛句迈司是一组正交规范集．
1.6.9 设伈}�=ll {儿}�=1是Hilbert空间览中的两个正交

规范集，满足条件

区 II环 -f平< 1. 
n=l 

求证： {e叶和｛儿｝两者中一个完备蕴含另 一个完备．
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1.6.10 设度是Hilbert空间，环是龙的闭线性子空间，
伈｝，佑｝分别是环和兜汒的正交规范基求证： {en} U {儿｝是
免的正交规范基

1.6.11 设沪(D)是按例1.6.28定义的内积空间
00 

(1)如果u(z)的Taylor展开式是u(z) = L 加zk , 求证：

t凶
l+k 

< 00. 

k=O 

(2)设u(z), v(z) E H2 (D), 并且
00 00 

k=O 

u(z) =区呾k , v(z) =区如尺
k=O k=O 

求证：

证：

00
— 

akbk 
(u, v) =兀 X

k=O 

曰

(3) 设u(z) E 沪(D), 求证：

lu(z)I� 
石(1-团）

，一一 ,_ • 
k+l 

(Viz! < 1). 

(4)验证 H2 (D)是Hilbert空间．
1.6.12 设究是内积空间，伈｝是死中的正交规范集，求

臣x, en)三 's llxll·IIYII (v'x, Y E 龙）．

1.6.13 设览是一个内积空间，Vxo E龙，许> 0, 令

C= {x E 劣 I llx - xo II�r}. 

(1)求证： C是究中的闭凸集
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(2) Vx E兜，令

Y 
= { xo + r(x - xo)/llx - xo ll, 当x巨C,

x, 当 xEC.

求证： y 是 x 在 C 中的最佳逼近元．

·85·

1.6.14 求 (ao,a1心）E配，使得 f。 let - ao - a1 t - a2 t叩dt

取最小值

1.6.15 设 f(x)E C2 [a, b], 满足边界条件

求证

f(a) = f(b) = 0, J'(a) = 1, J'(b) = 0.

『 If"(x) l2dx� —. -· . 

a b-a

1.6.16 (变分不等式）设觉是一个 Hilbert空间，a(x, y) 是

宠上的共辄对称的双线性函数， 3M> 0,8 > 0, 使得

ollxll 2�a(x, x)�MIi年(\/xE究）．

又设 uoE龙， C 是免上的一个闭凸子集求证：函数

x�a(x, x) - Re(uo, x) 

在 C 上达到最小值，并且达到最小值的点 x。唯一，且满足

Re[2a(xo, x - xo) - (uo, x - xo)]�0 (Vx EC). 
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线性算子和线性泛函是泛函分析研究的基本对象本章研究

线性算子和线性泛函的一般概念和基本性质

§1 线性算子的概念

1.1 线性算子和线性泛函的定义

算子的概念起源千运算例如

(1) 代数运算

x 1----+ Ax (\:/ x£ 配），

其中A是一个nxn矩阵
(2) 求导运算

u(x) f-------7 P(8x)u(x) (Vu E 000 (百）），

其中 P(·) 是一个多项式而Bx 是偏导数运算
(3)积分变换：

u(x) f-------7 f nK(x, y)u(y)dy (Vu EC(百）），

其中K(x, y)是 nx n 上的可积函数上一章遇到过的 ＂映射＇ 实

际上也就是算子
线性算子的概念起源于线性代数中的线性变换
定义2.1.1 设宽，少是两个线性空间，D是究的一个线

性子空间T:D一彻是一种映射，D称为T的定义域有时记

作D(T). R(T) = {T叫Vx ED}称为T 的值域．如果

T(ax + {3y) = aTx + f3Ty (Vx, y ED, Va, {3 E区），
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那么称 T 是一个线性算子
例2.1.2 设穷＝贮罗＝汇，T= (tij)mxn· 如果

m 

X H Tx = (立j)
i=l 

('t/x = (x, 心2, ... , 环）E贮），

那么 T 是一个线性算子．
例2.1.3 设克= 1Y = coo (万），又设微分多项式

P(如＝汇妘(x)驾(aa(x) E C00(?i)). 
回扫

·87·

如果 T : u(x) 1---t P(如u(x)(Vu E免），那么 T 便是一个览到钞
的线性算子．

若劣=W= 炉(!l), D(T) = C叫百），则上面定义的算子T
也是线性的．

例2.1.4 设览= L1(-oo, oo), W = L00(-oo, oo), 若规定
00 

T: u(x) 1---t J产u(x)dx (Vu E X), 
-oo 

那么T是一个穷到少的线性算子．
定义 2.1.5 取值于实数（复数）的线性算子称为实（复）线

性泛函，记作 J(x) 或 (J,x〉（即线性函数）．
例2.1.6 设劣= C(百），若规定

J(x) 全 I泸(e)de (Vx E劣），

则J是一个线性泾函但 x(e) 1---t J fl沪（狂）d� 却不是线性泛函

例2.1.7 设兜= C00(!l), 若对某个指标a及如E fl 规定

f(u) = 8°u(如） (Vu E龙），

则j是 c
oo位）上的一个线性泛函
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1.2 线性算子的连续性和有界性

算子的连续性概念就是映射的连续性概念．
定义2.1.8 设劣，钞是F*空间D(T) c宽，称线性算子

T: D(T)一少在xo E D(T)是连续的，如果

环 ED(T), x九
一 xo ==} Tx九

---r T功·

命题2.1.9 对于线性算子T, 为了它在D(T)内处处连续，

必须且仅须它在 x== 0 处连续

证 若T在0处连续，那么对妇n , xo E D(T), x九
一 x。有

环 — xo - 0 ===? T环 -Txo =T(如 — 尤o)�TB= 0. • 

定义2.1.10 设览，少都是B*空间，称线性算子T: 龙一

钞是有界的，如果有常数M凶0, 使得

IIT兀 II��Mllx肛(Vx E劣）．

命题2.1.11 设龙，少都是B*空间，为了线性算子T连续，

必须且只须T有界
证 充分性显然下证必要性若不然，则3xn E宽，使得

IITxn ll > nllxn ll-

令Yn = 二竺＿ ，便有 IITYn ll > 1. 但 Yn �0(n�oo), 便与 T的
nllxnll 

连续性矛盾． ．

定义2.1.12 用夕(!!C'W) 表示一切由穷到钞的有界线

性算子的全体，并规定

IITII = sup IITxll/llxll = sup IITxll 
XE 宠\9 llxll=l 

为TE£(劣，吵）的范数．特别用织克）表示 Z( 究，览），用劣＊

表示 Z(劣 'lK), 即牙表示兜上的有界线性泛函全体
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定理2.1.13 设先是B*空间，吵是B空间，若在夕(!£'t/Y)

上规定线性运算

如T1 +a迅）(x) = a1T1x + a 幻x (Vx E免），

其中a 1立2 句K,T1, T: 正2(劣，C/Y), 则夕（览， C/Y) 按II 叮构成一

个Banach空间

证 显然夕（龙秽）是一个线性空间，下证 IITII 是范数：

IITII 江, IITII = 0 {=} Tx = 0(\/x E 劣） {=}T= 0, 

IIT1 + T2II = 8tiP IIT1x + Tzxll 
llxll=l 

�sup IIT飞 11 + sup IIT2xll 
Hxll=l llxll=l 

= IIT1 II + IIT2 II, 

llaTII = sup llaTxll = la l sup IITxll = la l IITII· 
llxll=l llxll=l 

再证完备性．设｛孔}f 是一个基本列，则没> 0, 3N = N(c),

使得对 VxE龙有

II� 九十pX - Tnxll�cllxll (Vn > N, \;/p EN). 

于是Tnx 一 yE'!Y(n�oo). 记此y = Tx, 我们要证 TE

趴览，(fJt'). 不难看出T 是线性的，再证其有界． 事实上， 3nEN, 

使得

IITx ll = IIYII�IITnxll -+ 1 

�(IITnll + l)llxll (Vx E览， llxll= 1).

即得 IITII�IITn II + l. •

例2.1.14 设T是有穷维B*空间穷到吵的线性映射，则

T必是连续的
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证 T可以通过矩阵(tij)表示出来，而同一个有穷维空间的
任意两个范数等价不妨取览＝贮，�=贮九，便有
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即得IITxll ,;;; (t, t, It,; 12)

½

llxll-

例2.1.15 Hilbert空间龙上的正交投影算子．设M是龙
的一个闭线性子空间，依正交分解定理（推论1.6.37), Vx E 览，存
在唯一的分解

．

 

X = y + z, 

其中y EM, z E M..1. 对应x�y称作由览到M的正交投影算
子记作PM . 在不强调子空间M时我们省略M而简记为P.
我们来证明P还是一个连续线性算子，并且如果M=/= {0}, 那么

IIPII = 1. 
先证线性设Xi=Px卢石(i=l,2), 其中Zi E M..l. 这时，

a1x1 + a心= (a1Px1 + a2P迈）+ (a口+a迈）

（如 ) a2 E底）．

因为a凸+ a2z2 E M.l
) 而a1丘+a2P迈 EM, 所以

P(a江1 十迈叩） = a1Px1 + a2Px2. 
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即得 P 是线性算子．
其次证连续，这是由于 IIPxll2 = llxll2 - llzll2 �llxll2 - 因此，

IIPxll�llxll, 或者 IIPII�1.
最后，当 M-/= {0} 时，任取 xEM\{叶，便有 IIPxll = llxll, 从

而 IIPII = 1. • 

习 题

（本节各题中，宽，钞均指Banach空间）
2.1.1 求证： TE .Z(龙， f/Y)的充要条件是 T 为线性算子，并

将龙中的有界集映为少中的有界集
2.1.2 设AE 夕（宽， <!JI')' 求证：

(1) IIAII = sup IIAxll; (2) IIAII = sup IIAxll-
llxll�l llxll<l 

2.1.3设fE 夕（勿卫），求证：

(1) 11/11 = sup J(x); (2) sup f(x) = 511/11 (r/5 > 0).
llxll=l llxll<8 

2.1.4设y(t) E C[0,1), 定义 C[O, 1] 上的泛函

求 llfll-

f(x) = f
1 
x(t)y(t)dt (Vx E C[O, 1)),
。

2.1.5设J 是免上的非零有界线性泛函令

d = inf { llxll lf(x) = 1, x E龙｝，

求证： 11111 = 1/d. 
2.1.6 设fE 矿，求证： Vs > 0, 3xo E 究，使得 f(xo) = llfll, 

且肛oil< l+c. 
2.1.7 设 T: 劣一秽是线性的，令

N(T) 全 {xE 矿Tx = 0}. 

(1)若TE夕（龙钗），求证： N(T) 是究的闭线性子空间．



·92· 泛函分析讲义（第二版）（上）

(2) 问 N(T)是宽的闭线性子空间能否推出 TE 乡（劣，�)?

(3) 若J是线性泛函，求证

/E 旷{::::::=> N (f)是闭线性子空间

2.1.8 设J是究上的线性泛函，记

HJ 合; {x E 劣 lf(x) =入} (V入E氐）．

如果 fE龙＊ ，并且 11/11 = 1, 求证：

(1) If (x) l = inf { llx - zll lVz E HJ} (Vx E 免）；

(2) V入已K,HJ 上的任一点 x 到 HJ 的距离都等于从 1.

并对兜＝配，底＝照情形解释 (1) 和 (2) 的几何意义．
2.1.9 设劣是实B*空间，J是觉上的非零实值线性泛函

求证：不存在开球B(xo, 8), 使得J邑）是J(x)在B(xo, 8) 中的

极大值或极小值

§2 Riesz 表示定理及其应用

设劣是一个Hilbert空间Vy E 穷，如果定义

f y : X�(X'y) (V X E览），

那么儿E兜＊ ．事实上，

If y (x)I�IIYII·llxll (Vx E览），

并因此llfy ll�IIYII-特别若 y # 0, 取 X = Y, 便有

If y (Y)I = (y, y) = IIYll2 • 

总之有llfy ll = IIYII-这个结论反过来也是对的．
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定理 2.2.1 (Riesz 表示定理 (Hilbert空间）） 设J 是 Hilbert

空间勿上的一个连续线性泛函则必存在唯一的Y
1 E览，使得

f (x) = (x, y1 ) (Vx E 度） . (2.2.1) 

启发 在三维空间中， (2.2.1) 式就是

f (x) = ax + by+ cz = n·x (Vx E 配）．

其中� = (x,y,z),n = (a,b,c), 要找的Y1 现在就是 n, 它是平面

f(x) = 0 的法线
证 不妨设J不是 0 泛函，考察集合 M£{x E趴f(x)= 

O}. 由于 j 是连续线性的，则 M 是一个真闭线性子空间，任取
Xo l. M (由正交分解定理（推论 1.6.37), 这 x。是存在的）．不妨设

llxoll = 1, 龙中任意元素 x 可以分解如下：

x = axo + y, (2.2.2) 

其中 yE M,a = f(x)/f仰o). 这是因为当令 y=x-ax。时，

f(y) = f(x 一 axo)= !(兀）— Q寸飞xo)= 0.

在 (2.2.2) 式两边同时与Xo做内积，我们得

a= (x立o).

于是
f(x) = a寸（兀o) = (x, 了飞豆笥xo),

取 y尸冗云因，这就是我们要求的
再证唯一性．若 3y,y'E 免满足

f(x) = (x, y) = (x, y') (\/x E劣），



·94·

那么

泛函分析讲义（第二版）（上）

(x, y - y') = 0 (Vx E 龙）．

特别取X = y-y', 就推得 y = y'. • 

注1 这个定理的几何意义如下：连续线性泛函 f(x) 的等值
面都是互相平行的超平面（见习题 2:1.8), 因此每个向量 x 的泛函
值 f(x) 应由 x 的垂直于这些等值面的分量所决定．

注 2 我们还知道， 111 11 = IIY,11· 事实上，由 (2.2.1) 式得

1/(x)I�IIY, II·llxll (Vx E 免）， 或 11111�IIY,11. 

另 一方面，取兀= Y1 , 再由 (2.2.1) 式可推得 IIY,11�11111, 即得到

11!11 = llv,11-
定理 2.2.2 设龙是一个 Hilbert空间a(x,y)是究上的

共辄双线性函数，并 3M> 0, 使得

la(x, Y)I�Mllxll·IIYII (Vx, YE究），

则存在唯一 的 AE 夕（览），使得

且

a(x,y)=(x,Ay) (Vx,yE 免），

la(x,y)I 
IIAII = sup 

(x,y)E%x% llxll·IIYII· 
x-:/=0,y-:/=0 

(2.2.3) 

证 固定 yE 览， x 巳 a(x,y)是一个连续线性泛函由 Riesz
表示定理（定理 2.2.1), 3z = z(y) E 劣，使得

a(x, y) = (x, z) (Vx E 免）．

定义映射 A:y1-----7z(y), 便有a(x,y) = (x, Ay)(Vx, y E 疫）． 又因为

(x, A (a1y1 + a2y刃） = a(x, a1y1 + a2即）
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＝石1a(x,Y1) + a2a(x, y刃

＝击(x,A如+ a2 (x, Ay2) 

= (x心1AY1 + a2Ay习

(Vx, Y1, Y2 E龙，Va1立2 E 1K), 

所以 A是线性的，并且

la(x,y)I 
IIAyll = sup 

廷兜＼侈} llxll 

即得 AE夕(!1£), 并满足 (2.2.3)式

应用

�MIIYII , 

1. Laplace 方程 -11u = f Dirichlet 边值问题的弱解

设nc贮是一个有界开区域fEL叮il), 称实函数 u是

． 

{-t.u = f (在 0 内），

ulan = 0 

(2.2.4) 

(2.2.5) 

的一个弱解是指uE 局(il), 满足

归u·"Vvdx = f 
n

fvdx (Vv E HJ(il)). (2.2.6) 

这是因为：如果 u E 02 (百），并且是 (2.2.4) 式与 (2.2.5) 式的解，那

么
f - f:j. u·vdx = f f vdx (Vv E C韧），如= 0). 

[J [J 

在上式左边应用 Green 公式得

即得

f 
n 

-�u·vdx = f 
n 

"\lu·"\lvdx - f 
n
贵vda

= f "\lu·"\lvdx,
[J 

归瓦 ·Vvdx= f 
n

f·vdx (Vv E C2(il), v加= 0). 
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但集合 {v E C2 位）Iv 加= o} 显然在局 (n) 中稠密，由 u E 
阁(il)以及 f E L2 (D) 立得

J n Vu·\7vdx = J f·vdx (Vv E Hc5(fl)).n 

历史上，人们在很长时期内直接求解(2.2.4)式与(2.2.5)式
但在证明 一般存在性结果时遇到很大困难于是经过近半个世纪

的努力，改成先求弱解证其存在唯一，再证其光滑性，这样一种途
径成为近代偏微分方程理论的基本方法，也正因为如此，泛函分析

才成为研究近代偏微分方程理论所必不缺少的工具 ．

定理 2.2.3 叮EL叮il), 方程 (2.2.4) 的0-Dirichlet问题（即

以(2.2.5)式为边界条件）弱解存在唯一．
证 存在性．根据Poincare不等式（引理1.6.15),

(u, v)i 垒 fn Vu·Vvdx (Vu, v E HJ(il))

是HJ(D)上的一个内积．而

If nf·vdxl�(f nl厅dx广 (J队平 dx)
合

�Cll/11·llvll1 (Vv E Hc5(D)), (2.2.7) 

其中II·II与II·111分别表示炉 (Q) 与局 (Q) 上的范数. (2.2.7)式
表明，

v f---+ f nf·vdx (Vv E HJ(il))

是HJ(Q) 上的一个连续线性泛函 ． 应用Riesz表示定理（定理

2.2.1), ::luo E HJ(fl), 使得

(uo, v)i = f n Vuo·\7vdx = f 
32

fvdx (Vv E HJ(fl)).

从而u。是一个弱解
唯一性．假若uo,u� 都是弱解，那么

(uo - u�, v) = 0 (Vv E HJ(Q)). 
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即得 UQ = Uo, • 

对于非 0-Dirichlet 问题，总是化到 0-Dirichlet 问题去做给定

an 上的函数 g, 如果 :3uo EC叮趴，使得 u。加=g, 则非齐次边值

问题可以化归齐次边值问题事实上，设 J。全 -�u0,v 垒 u-uo,
又若 v 是

的弱解，则 u 就是

{ 
-Llv = f - Jo,
vlan = 0

{�l'!.u = f,

U加=g

的弱解而问题 (2.2.8) 与 (2.2.9) 是 0-Dirichlet 问题

(2.2.8) 
(2.2.9) 

至于哪些函数 g 可以扩张成 C叮?i) 函数的边值？又若 u 是

齐次边值问题的弱解，何时它是古典解？这些问题在偏微分方程

理论中给予答复
2. 变分不等式

定理2.2.4 设C是局(fl) 中的闭凸子集，若fEL叮n),则

下列不等式存在唯一解对 EC:

I产叶·V(v-对）dx) f nf·(v -u0)dx (\:Iv EC). (2.2.10)

证利用Riesz 表示定理（定理 2.2.1), :3lu。 E HJ(fl), 使得

f Vuo·Vwdx = f f·wdx (\:/w E HJ(D)). (2.2.11) 
n n 

因此，不等式 (2.2.10) 可以化为

f v'uo . v'(v -uo)dx�f n v'u。 ·v'(v-u0)dx (Vv EC). (2.2.12)n 
进一步将它改写为

(uo -uo,v — u0)i) 0 (Vv EC). (2.2.13) 

根据定理 1.6.34, 不等式 (2.2.13) 等价于 Uo 是 u。在 C 上的最佳

逼近元而这是存在唯一的 • 
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注 1 本定理可以换成更一般的结果设 A = (aij(x)) 是一

个 nxn 正定矩阵，适合

九

区吐邸�tJ 立霾 (fl > 0),
i,j=l i=l 

其中aij(x)E C(百），则灯E炉 (n), ::!lu* E C, 使得

L 产 a;;(x)8;u• (x)8; (v(x)—u•(x))dx
切=l

�f nj(x)(v(x) -矿(x))dx (Vv E 0).

注 2 若C 是由 一个连续函数心(x) E 0(百）给定的

c 全： {v(x) E HJ(D)lv(x)� 吵(x)}, 

则上述变分不等式问题称为障碍问题，这时 u 表示薄膜的位移， J
表示外力，心 (x) 是一个障碍

3. Radon-Nikodym 定理

Radon-Nikodym 定理是测度论中一个重要定理

定理 2立5 设 (n, B, µ), (rl, B, v) 是两个 6
一有限测度，且 u

关于µ绝对连续，即

EE B, µ(E) = 0 今 v(E) = 0, 

则存在关于 µ 的可测函数 g, 且 g(x)�0 a.e. µ, 使得

v(E) = f Eg(x)dµ, VEE B.

以下证明是由 Von Neumann 给出的

证 先假设 µ(il) < 00. 考虑实 Hilbert 空间炉 (fl, (µ + V)) , 
其范数为

llull 2 = f n 
u2 (x)d(µ + v).
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令 l(u) = J udµ, 显然 l(u)关于u线性，由Cauchy-Schwarz不等n 
式（命题1.6.8),

IIZ(u)II�µ(n) 歹 (J 心）
Q 

� µ(il)合llu ll, Vu E L2(il, (µ+ 11)). 

它还是有界的根据 Riesz 表示定理（定理 2.2.1), 存在函数 VE

炉([l'(µ+ l/))'使得

J nudµ = J nuvd(µ+ 11),

即

J u(l -v)dµ= J Quvdv, Vu E 炉(n, (µ+ v)). (2.2.14)
Q 

我们断言，

0 < v(x)�1 a.e. µ. 

为此，令F = {x E iljv(x)�O}, 取 u(x) = X志）代入 (2.2.14)

式有

即

从而 µ(F) = 0. 

f (1 -v)dµ= f vdv, 
F F 

µ(F) =心扣= J
F

vd(µ+v)�O, 

同样，令 G = {x E Dlv(x) > 1}, 取u(x) = xa(x)代入 (2.2.14)

式有

即

0;;, f G(l -v)dµ = f Gvdv;;, v(G) ;;, 0,

J (1 - V)dµ= 0. 
G 
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因为 1-v(x)<O,xEG, 所以 µ(G)= 0. 

这就证明了 0< v(x)�1, XE fl a.e. µ. 令 g(x) = 
1 - v(x)

v(x)' 

则 g(x)): 0, 且关于 µ 可测 ． 对 EEB, 取u(x) = XE位）
1 代入

v(x) + -n
(2.2.14)式得

f XE 位）
1- v(x{却=f nXE位） v(x) 1 dv

n v(x)+- v(x)+-n n 

因为 u 关于 µ 绝对连续，且 11 > 0, a. e. µ, 故 11 > 0, a. e. 11. 令
n -too, 由单调收敛性定理得

f g(x)dµ = v(E), EE B. 
E 

剩下考虑情形 µ(fl)= oo. 由 6 有限性，取 9九 en九十i, n = 

U 盂µ(如<oo, n): 1. 由先前结论， EC n, 
n�l 

v(En如=fEnn九

9九 dµ,

易证： 9n (x) = 9叶1(x),xE iln . 令 g(x) = lim 如位），由单调收敛
n-+OO 

性得

v(E) =归」DnnE
也 ＝皿)

f
E叩九

g心 = f Egdµ, E E B.

这样我们就证明了定理 ．

 

习 题

（本节各题中的H 均指 Hilbert 空间）
2.2.1 设 !1,!2,···, 儿是 H 上的一组有界线性泛函，

M 垒 n N(fk), N(儿）全{xE H队 (x)= o} 
k=l 

(k=l,2,···,n). 
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归EH, 记 Yo 为 x。在 M 上的正交投影，求证： :3y1, Y2 , · · ·, Yn E 
N(fk)..L 及 a1心2'...'知 E氏，使得

九

Yo = xo -区 akYk·
k=l 

2.2.2 设l是H上的实值有界线性泛函C是H中的一个
闭凸子集又设

1 
f(v) = -llvll 2 -l(v) (Vv EC). 2 

(1)求证： :3u* EH, 使得

f(v) =�llu* -vll2 -�llu*ll2 仅VEC). 

(2) 求证： :3luo EC, 使得 f(uo) = J�bf(v).

2.2.3 设H的元素是定义在集合S上的复值函数． 又若妇E

s, 由

Jx(f) = f位）（叮EH)

定义的映射 Jx : H�C 是 H 上的连续线性泛函求证存在

SxS 上的复值函数 K(x,y), 适合条件
(1) 对任意固定的 yES, 作为兀的函数有 K(x,y) EH;
(2) f(y) = (f, K(·, y)), VJ EH, Vy ES.
注 满足条件 (1) 与 (2) 的函数 K(x,y) 称为 H 的再生核
2.2.4 求证： H2(D) (定义见例1.6.28)的再生核为

1 
K(z, w) = (z, w ED). 

叩－痀）2

2.2.5 设 L,M 是 H 上的闭线性子空间，求证：

(1) L上M� 凡扣=0;

(2) L = M J... {=:::::>凡＋扣=I (恒同算子）；

(3) PLPM = PLnM {==}凡凇＝氏PL.
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§3 纲与开映射定理

有一大类解方程的问题从泛函分析上看就是 对给定的算子
T: 龙 �cfJ/和 yE 勿，求 XE 龙，使得

Tx=y. (2.3.1) 

解的存在性表达成算子T有右逆T产：

TT; 产= I (I表示恒同算子）．

因为若令 X = T, 卢y, 则有Tx=T�产Y= Yi而解的唯一 性表达成
算子T有左逆Tl

-1:
Tz-1T = I. 

因为由Tx= y及Tz-1存在便推得x= Tz-1丘＝笃-ly, 所以解
x唯一地被 y 决定因此为了解存在而且唯一，必须且仅须线性

算子T既有左逆又有右逆又因为，如果算子T左右逆同时存在，
那么它们一定是相等的事实上，

Tl
-I= T

l
-I I= Tz-l(TTr-1) = (Tz-lT)Tr

-1 = ITr
-1 = Tr

-I· 

所以这时称算子T有逆，并记此逆为T一主
若览，钞都具有拓扑结构又若方程(2.3.1) 的解是存在唯一

的，我们还要问什么时候方程的解是稳定的？所谓稳定是指当y
做微小变化时，对应的解x也做微小变化，即映射r-1是连续的
我们知道一个映射T称为是连续的，是指开集U在T作用下的
原像T-1(U)是开的，那么为了T-1是连续的，就是指：T映开集
U为开集T(U). 为了不涉及r-1的存在性，称映射T: 免 �t/JI'
是开映射，如果它映开集为开集

3.1 纲与纲推理

与定义 1.2.2 的稠密概念相联系，引入疏集的概念
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定义 2.3.1 设（究，p) 是一个度量空间，集合Ee劣，称E
是疏的，如果万的内点是空的 ．

例 2.3.2 在贮上，有穷点集是疏集. Cantor 集是疏集
命题 2.3.3 设（览，p) 是一度量空间为了Ee劣 是疏集

必须且仅须 V 球 B(xo, ro), 3B(x1, r1) C B(xo, ro), 使得

万 n B(x1, r1) = 0. 

证 必要性因为万无内点，所以万不能包含任一球 B(xo, ro), 

从而 3x1 E B(xo, ro), 使得工怎瓦又由万闭，所以 :3c1 > 0, 使得
万(x卢1)n E = 0. 取

0 < r1 < min(c1, ro - p(x。心）），

便有 B(x1, r1) C B(x叮o)飞(x1, r1) n万 =0.

充分性．若E不疏，即万有内点，则 3B(xo, ro) C万． 但由假
设

3B(x1心） c B(xo, ro), 使得积x卢1) n E = 0. 

一方面有 B(x1五）n万= B(x1, r1); 另一方面有 B(x1, r1)nE = 0. 

即得矛盾 • 

定义 2.3.4 在度量空间（龙，p)上，集合E称为第一纲的，
00 

如果E= LJ En , 其中En 是疏集．不是第一纲的集合称为第二
n=l 

纲集
例 2.3.5 在股上，有理点集是第一纲集 ． 更一般地，可数点

集总是第一纲集．
定理 2.3.6 (Baire) 完备度量空间（龙，p) 是第二纲集．

证 用反证法倘若度是第一纲集，即存在疏集{E叶，使得

00 

勿 =U 乌 (2.3.2) 
n=l 
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对任意的球 B(xo, ro), :3B(x1, 门） c B(xo, ro)伈< 1), 使得

万(x1,r1) n 趴=0; 

对球 B(x1,ri), :3B(x2心） C B(x1, r1)(r2 < 1/2), 使得

万(x2五） n(瓦u瓦） =0; 

如此继续下去，对球 B(x九一1,r九一1),:3B(x九，压） C B(x九一1,r九一1)
伈 <1仇），使得万(x九心） n 瓦= 0, 从而

归五）n(也） = 0 (\/n EN). (2.3.3) 

于是我们得到

万(xo,ro) :)万(x1,r1) :)· · ·:)万(xn心） :) ...'

而 1
p(x九十p,Xn)�rn < - (Vn,p EN). (2.3.4) 

n 

由此可见 {x社是基本列，从而 3x E 劣，使得 lim Xn = X. 另一

n-oo

方面在 (2.3.4) 式中令 p 一 oo 得 p(x,x九)<厅，从而

无 E 万（坏心） (Vn EN). (2.3.5) 

联合 (2.3.3) 式与 (2.3.5) 式便有正 U 盆，这与 (2.3.2) 式矛盾．．
n=l 

应用 在数学分析课程中，许多人曾为 Weierstr邸s 构造出一

个处处连续而处处不可微的函数而感到惊异，然而我们却有下列

更为令人吃惊的事实
定理2.3.7 在 C[O,1] 中处处不可微的函数集合 E 是非空

的，更确切地 E 的余集是第一纲集
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证取龙= C[O, 1), 设 An 表示究中这样一些元素 j 之集：

对f, :ls E [O, 1], 使对适合O�s+h�l与lhl�1/n 的任何 h, 成
立下式 I /(s + ht f(s) I ,:; n

若 J在某个点s 处可微，则必有正整数 n, 使得fEA九，于是

兜\E c U An . (2.3.6) 
n=l 

下面我们证明每个儿是疏集，为此先证儿是闭的事实上，

若 fE 兜\A九，则 VsE [O, 1], ::lhs, 使得

lhsl� �, 且 lf(s+丛） - f(s)I >叫归

又由 J的连续性，3c8 > O, 以及 s 的某个适当的邻域Js, 使得对
切EJs, 有

If (a+ hs) - f (o-)1 > nlhsl + 2cs· (2.3.7) 

根据有限覆盖定理，可设 Js1, Js2, · · ·, Jsm 覆盖 [O, 1], 并设

£= min {£81 , £s2 , • • • , C S,n }• 

今若 gE勿适合Ilg - ill < c:, 则由(2.3.7)式对对E心(k = 
1,2,···,m)有

lg((J'+ hsk ) - g((J'计该If((J'+ h s k) -f ((J') I - 2c: > n I hs k 1. 

这证明了龙＼儿是开集，从而 An 是闭集

再证 An 没有内点． 叮 E An 冷> 0, 由 Weierstrass 逼近定

理存在多项式p, 使得
€ 

Iii - PII < -2'
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p的导数在 [O, 1] 上是有界的，因此根据中值定理 3M> 0, 使得
对Vs E [O, 1)及lhl < 1凡，成立

lp(s + h) -p(s)I�M囥

设g(s) E C[O, 1]是一个分段线性函数，满足11911 <纣2. 并且各条
线段斜率的绝对值都大于M+n, 那么

p + g E B(f,c), 而p+g亏An ,

00 

这样，我们证明了每个An是疏集，从而LJ An 是第一纲集．
n=l 

而兜是完备的由 Baire 定理（定理 2.3.6) 究是第二纲集，由此
根据 (2.3.6) 式， E 也是第二纲集． ．

本定理表明，处处连续而又处处不可微的函数是非常多的

3.2 开映射定理

设 劣，钞都是 B空间 TE 2(览秽），算子 T 称为是单射，
是指 T是 1-1 的，算子 T 称为是满射，是指 T(宽）＝贸

如果T是一个单射，那么可以定义r-1, 它是线性的，但其定
义域却未必是全空间<!JI. 仅当它还是一个满射时，T-1才是钞到
龙的一个线性算子．这时，我们自然要问，r-1是不是连续的？下
面的 Banach 逆算子定理回答了这一问题．

定理2.3.8 (Banach)设劣，吵是B空间若T眨九究钗），

它既是单射又是满射，那么T-l E夕（包&:).

这定理有一个更一般的形式
定理2心9 (开映射定理）设究，钞都是B 空间，若 TE

织劣，<!JI)是一个满射，则 T是开映射．

证 用 B(xo, a), U(yo, b) 分别表示究，吵中的开球

(1) 为了证明 T 是开映射，即 v 开集 W,T(W) 是开集，必须
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且仅须证明： 38 > 0, 使得

TB (0, l) :) U (0, 5). (2.3.8) 

事实上，必要性是显然的． 下证其充分性． 由千 T 的线性，条件

(2.3.8) 等价于

T B(xo, r) =:> U(Txo, r8) (西。E究，许> 0). 

咖ET(W), 按定义 :lxo E W, 使得 Yo=Tx。． 因为 W 是开集，

所以 3B(xo,r) c W. 千是取£=讨，便有

U(Txo,c) c TB(xo,r) c T(W), 

即 Yo=Txo 是 T(W) 的内点（参看图 2.3.1).

图 2.3.1

(2) 证明：动> 0, 使得 TB(0, 1) :::) U(0, 3o). 这是因为

�=T兜= LJ TB(0,n), 
n=l 

而少是完备的，所以至少有一个 n EN, 使得 TB(0,n) 非疏，即

TB(0,n) 至少含有一个内点． 因此 3U(yo,r) c T B(0, n), 注意到
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TB(0,n) 是一个对称凸集，便有 U(-yo,r) c TB(0, n), 从而（参看

图 2.3.2)

1 1 
U(0, r) C -U(yo, r) + -U(-Yo, r) c T B(0, n). 

2 2 

由 T 的齐次性，取 o = r/3n, 便有TB(0, 1) =:) U(B, 35).

B(B,n) 

图2.3.2

(3) 证明： TB(0, 1) ::> U(0, 8). Vyo E U(0, 8), 要证 3xo E
B(0, 1), 使得Txo=Yo, 即求方程Tx=yo在B(0, 1) 内的一个解础
我们用逐次逼近法

对Yo E U(0, Ii), 按 (2), 如EB(忖），使得

0 
IIYo -T动＜矿

对 y = Yo - Tx1 E U (飞），按 (2), 如EB (0, 点），使得

0 
肋-T瑁＜页
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对 Yn
=Y九一1-Txn EU (五），按 (2), 3x叶1 EB (0, 卢），

使得

即得

8 
阮-Txn+1II<沪百；

00 

于是区llxn ll�1/2, 令 x卢: Xn, 便有 xo E B(0, 1). 而
n=l n=l 

IIYnll = IIY九 一 1 -Txnll =···
8 

= IIYo - T(x1 +x2 十 ． ． ． 十环） II<沪 (Vn EN),

Sn 全汇 Xi--*Xo, TBn --*Yo (n�oo). (2.3.9) 
i=l 

又因为 T是连续的，所以

Txo = Yo, (2.3.10) 

即得 U(0, 8) c T B(0, 1). • 
定理 2.3.8 的证明 依定理 2.3.9 证明中的第 (3) 部分，已知

1 
U(O, 1) c TB 们），

即

1 
Y-1U(0, 1) c B (0, 1) 或 11r-1yll< 8 ('<ly E 1J/, IIYII < 1).

特别地，由范数的齐次性， \:/y E�,Ve> 0, 有

11r-1YII <勹旦IIYII·
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11r-1yll�-IIYII (\/y E钞1).
tJ 

从而r-l E立（包劣）． ．

注 1 定理2.3.8与定理2.3.9中的 Banach 空间龙，钞可以
换成更一般的F空间但证明需稍做修改参看关肇直、张恭庆、
冯德兴所著《线性泛函分析入门》（上海科学技术出版社1979)的
第二章§2.

注2 在定理2.3.8中，T览是第二纲集的假设是不可少的
（满射及钞的完备性保证了这一点）．因为有例子，取兜=fl/=
C[O, 1), 规定

(Tx)(t) = s: 式）dr (\Ix E 免）．

它显然是连续线性的，但 T兜＝吼= {y E c1 [0, 1]jy(o) = o} 不
d 

是 C[O, 1]的第二纲集这时r-1 = -在 C[O, 1]中不是连续的
dt 

（即使以 C[O, 1]中的一个子集堍作为r-1的定义域也不连续）．
事实上，环(t)全 sinn忒，显然llxnll = 1, 但是

II 盖环 (t)II = n兀II cosn兀tll= n兀---> 00 (当 n--+oo),

其中II·II表示 C[O, 1] 空间中的范数．然而，若堍按 C叮0, 1] 的范
d 

数II·II1则构成 B 空间，这时r-1= — 是有界的事实上，
dt 

d 
11r-1y11 = II面y(t)II¾IIYll1 (\/y E 究）．

分析定理2.3.8与定理2.3.9的证明过程，可以看出，线性算

子T的连续性的假设可以减弱．事实上，用到连续性之处在于由
(2.3.9)式推出(2.3.10)式而这只需要T是如下定义的闭算子就
够了．
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定义 2.3.10 设T 是劣 -t <!Jf 的线性算子， D(T) 是其定义
域称T是闭的，是指由 Xn E D(T),x九 -t x, 以及 Tx九 一 y 就能

推出 XE D(T), 而且 y=Tx.
例 2.3.11 在 C[O, 1] 上， D(T) = 01 [O, 1], T =盖是一个闭

线性算子．
证 如果Xn (t) EC叮0,1], 并且有

X
n 

-t x(C[O, 1]), 告--+ y(C[O, 1]), 

则有

即得

环 (t) -Xn (O) -t s:y(T)dT (Vt E [O, 1]),

Xn (t) - Xn (O) 一 x(t) —尤 (0) (Vt E [O, 1]),

x(t) = x(O) + J:y(T)dT (Vt E [O, l]). 

dx 
因此， xEC1 [0,1], 且而= y(t). • 

如果T 是闭线性算子，在定理 2.3.8 与定理 2.3.9 的证明过程
中，一开始取空间咒就是 D(T), 它未必完备（但是它是 B* 空
间）．到证明的第 (3) 部分，我们找到基本列 S九 ，满足 TSn -t YO· 
这时利用劣的完备性推出 :3xo E X', 使得 Sn --+ Xo, 再由 T 的
闭性推出 xo E D(T), Yo = Txo. 于是得到更一般的结论

定理 2.3.12 若龙，钞是 B 空间 T是劣 -t <!JI 的一个闭

线性算子，满足 R(T) 是吵中的第二纲集，则 R(T) = <!JI 并且

Ve> 0,38 = 8 (c) > 0, 使得 VyE ff', IIYII < 8 必有 xE D(T), 适合

llxll < c且y=Tx.
证 只有 R(T) = &'是需要证的．我们已知对 c = 1, 38 > 0, 

使得

U(0, 8) c T(B(0, 1) n D(T)). (2.3.11) 
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劝Et!Y, 不妨设y i= 0 (显然 0E R(T)). VO< 8 1 < 8, 按 (2.3.11)

式
心y
-—· 

IIYII 
E U(O, 汾＿ 怔 E T(B(0, 1) n D(T)).

IIYII 

于是:3xE B(0, 1) n D(T), 使得

昌=Tx==:- y = T 譬） ==:- y E R(T). • 

3.3 闭图像定理

对于线性算子而言，我们来看连续性与闭性间的关系．我们说
一个连续线性算子T : D(T)�tfJf总可以延拓到万厅＼上，这由
下列定理给出

定理 2.3.13 设T是B*空间劣到B空间钞的连续线性
算子，那么T能唯一地延拓到万厅｝上成为连续线性算子T1, 使

得 T1ID(T) = T, 且IIT1II = IITII-
证 任取XE 页丙，玉nED(T) ,}上觅Xn = X, 依假设T在

D(T)上连续，从而有界，即3M>O, 使得

于是

IITxll�Mllxll ("i/x E D(T)). 

IITxn+p -Txnll�Mllx九十p-Xnll-

由此可见{T吓｝是钞中的基本列，已设钞完备，所以:3yE贸
使得Tx九 --* y. 不难看出y 仅依赖千 x, 而与D(T) 中 Xn 的选

择无关因此，可以定义T尸 X I--+ y. 容易验证T1是线性的，还有

T1ID(T) = T, 并且IIT:讲II�Mllxll('vxE 页吓 •

在这个意义上，我们把每个连续线性算子T 都看成是有闭定
义域的于是每个连续线性算子必是闭的．可是一般闭线性算子
未必能延拓到万厅｝上，使其仍闭．
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推论 2.3.14 (等价范数定理） 设线性空间究上有两个范数
II·II 1与 II·ll2- 如果劣关于这两个范数都构成 B 空间，而且 II·ll2
比 II·Iii 强，则 II·II2与 II·II 1 必等价．

证 考察恒同映射 J: 宽一览，把它看成是由（宽，II·ll2) _.
（度，II·II1) 的线性算子，由假设 II·II2 比 II 小强即 3C > 0, 使得

IIIxlli�Cllx伽(Vx E %). 

因此 I 是连续的，它既是单射又是满射依定理 2.3.8, I 可逆且
尸连续，即有 M>O, 使

IIJ-1xll2�Mllxlh (Vx E 劣）．

又因 I
一为与 x 是同一个元素，所以 II·Iii 与 II·ll2 等价 • 

定理 2.3.15 (闭图像定理）设劣，吵是 B 空间． 若 T 是
兜�tfY 的闭线性算子，并且 D(T) 是闭的，则 T 是连续的．

证 因为 D(T) 是闭的，所以 D(T) 作为究的线性子空间可

看成是 B 空间在 D(T) 上，引进另外一个范数 II·Ila 如下：

llxllc = llx ll + IITx ll (Vx E D(T)). 

现在证明 (D(T), II . I伈）也是 B 空间，事实上，从

llxn - Xm lla = llxn - Xm ll + IITxn
—Txm ll 蛐 O

(n, m�oo), 

可知缸 E 究与 y* E t!Y, 使得 x九 一矿，且 Tx九 -+ y*. 根据 T
的闭性即得 y* = T沪，从而 Txn -+ Tx*. 因此 II环- x*lla�0. 

又显然有 II·Ila比II·II 强，根据等价范数定理（推论 2.3.14), II·Ila 
与 11·II 等价，故 3M> 0, 使得

IITx ll� 乏llx lla�Mll x ll (Vx E D(T)). •
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注 集合 G(T) 全 {(x,Tx)lx E D(T)} 称为算子 T 的图像，
而 llxllo 实际上是 (x,Tx) 在乘积空间劣 X 1J"上的范数，因此
II·lie 称为图模算子 T 是闭的，实际上就是 G(T) 按图模是闭的．

3.4 共鸣定理

定理 2.3.16 (共鸣定理或一致有界定理）设兜是 B 空间，
少是 B* 空间，如果 We 趴究，1J"),使得

sup IIAxll < oo (Vx E究），
AEW 

那么存在常数 M, 使得 IIA II�M(VA E W). 
证 Vx E劣，定义

曰w = llxll + sup IIAxll. 
AEW 

显然， II·llw 是究上的范数，且强于 ll·11. 下面证明（龙， II·llw)
完备事实上，如果

II环 -xn ll+ 器品 IIA(xm -Xn)II --+ 0 (当m, n---+ oo).

由宽的完备性，玉 E 览，使得 II环- xii ---+ 0 (当n --+ oo ), 又因

为没> 0, ::IN= N(c), 使得

sup IIAxm -Axnll <£(Vm, n�N). 
AEW 

从而对 VAEW有IIA环 -Axll 红 (Vn�N). 于是

llxn -xii+ !�t IIA(xn - x)II ---+ 0 (当n---+oo),

即llxn - xllw --+ 0. 再根据等价范数定理（推论 2.3.14), 11·llw 与

II·II 等价，从而存在常数 M,使得

sup IIAxll�Mllxll (Vx E %"). 
AEW 

由此立即推出IIAII�M(VA E W). ．
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注 条件： VxE劣， sup IIAxll < oo, 意味着VxE龙，:3Mx >0, 
AEW 

IIAxll�Mxllxll (VA E W). (2.3.12) 

而结论： IIAII�M(VA E W), 则可看作是，存在与x无关的常数

M, 使得

IIAxll�Mllxll (VA E W). (2.3.13)

(2.3.12) 式意味着算子族 W点点有界； (2.3.13) 式则意味着算子族

W 一 致有界因此本定理给出条件保证点点有界蕴含一 致有界，
故称 ＂一致有界＂ 定理另 一方面，如果我们从反面来叙述本定理
将有： 1� 忙 IIAII = OO ==? 如E劣，使得

sup IIAxo II = oo.
AEW 

因此本定理又有 “共鸣定理＇ 之称
定理2.3.17 (Banach-Steinhaus定理）设兜是 B空间，

少是B*空间，M是兜的某个稠密子集．若An (n = 1, 2, · · ·) , A E 

2(览穸），则VxE览都有

lim An x = Ax (2.3.14) 
九-+OO

的充要条件是

(1) IIAn II有界；
(2) (2.3.14) 式对妇EM成立

证 必要性．根据共鸣定理（定理2.3.16), 结论是显然的．

充分性． 假定 IIAn ll�C(Vn EN), 对切E览及Ve> 0, 取

yEM, 使得
€ 

llx - YII�77iiA下 ， ＾＇
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便有

IIAnX - Axll�IIAnX - AnYII + IIAnY - Ayll + IIAx - Ayll 
c 

< - + IIAnY - Ayll (\/n EN).2 

再取 N 足够大，使得 IIAny - Ayll < c/2(\/n�N), 便有

3.5应用

IIAnx -Axll <£(Vn�N). 

1. Lax-Milgram 定理

． 

定理 2.3.18 (Lax-Milgram 定理） 设a(x,y) 是 Hilbert空

间龙上的一个共扼双线性函数，满足：

(1) :3M> 0, 使 la(x,Y)I�Mll xll ·IIY II (Vx, YE 览）， (2.3.15)

(2) :38 > 0, 使 la(x,x)I�811年 (VxE 览）， (2.3.16)

那么必存在唯一的有连续逆的连续线性算子 AE 夕（劣），满足

a(x, y) = (x, Ay) (Vx, y E 究）， (2.3.17)

IIA-111�-.
1 
8 (2.3.18) 

证 依定理 2.2.2,适合 (2.3.17) 式的算子 AE夕（览）存在唯

一．今证：

(1) A 是单射若有 Y1,Y2 E劣，满足 Ay1 = Ay2, 则

a(x, Y1) = a(x, Y2) (Vx E 究），

从而

a(x, Y1 - y2) = 0 (Vx E龙）．

特别取 X = Yl -y2, 由 (2.3.16) 式即得 Y1 = Y2· 

(2) A 是满射先证 R(A) 是闭的事实上，如战(A), ::lv九E兜

(n=l,2,···), 使得
w = lim Avn. (2.3.19) 

九-oo
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由(2.3.16)式

即得

8llvn+p - Vn ll2�la(v九十p -Vn , Vn+p - Vn )I 

= l(vn+p -Vn , A(vn+p -Vn ))I 

�llvn+p -Vn II·IIAvn+p -Av九 II (\fn,p EN), 

llv九十p -vn ll�811Av九十p -Avn ll ---t 0 

（当 n ---t oo, \fp E N). 

·117·

从而伈｝是基本列，因此 :3v* E 龙，使得 Vn ---t 矿，并由 A的连
续性和(2.3.19)式得w= Av*, 即w E R(A). 于是 R(A) 闭．

再证 R(A) 上= {0}. 倘若 w E R(A) 上，则

(w,Av ) = 0 (\fv E 览），

即 a(w, v) = O(Vv E 免）．特别取 v =w, 再利用假设 (2.3.16) 式有

8llwll2 �la(w, w)I = 0, 

即得 w=0. 由此可见 A是满射
(3) 再利用 Banach 逆算子定理（定理 2.3.8), A-1 E�(劣）．

因为

6llxll2�la(x,x)I = l(x,Ax)I�llxll·IIAxll, 

所以 8llxll�IIA叶(Vx E !t'), 即得(2.3.] 8)式． ． 

2. Lax等价定理

在数值分析中，为了求一个方程的解，往往用求一个近似方程

的解去代替 ． 例如，用差分方程或有限元方程近似代替微分方程．

其首要问题便是近似方程的解是否收敛到原方程的解？若是，则

称这近似格式具有收敛性
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用泛函分析的语言描述，设TE2(究，�), 其中览，钞是B
空间．给定y E�, 求解 XE 劣，使得

Tx=y. (2.3.20) 

首先我们应当假定 Vy E ry, 叫XE 免满足 (2.3.20) 式这时，
应用定理 2.3.8, 便有r-1 E 夕(ry, 龙） ． 现在来考虑 (2.3.20) 式的
近似方程. Vn EN, 设孔 E夕（勿秽），求解吓 E 劣，使得

TnXn = Y· (2.3.21) 

当然，还是要假定 Vy E <!Y, :3lxn E 充满足 (2.3.21) 式，于是有

T;; 乓2(1Y, 龙）．
何谓Tn 是T的近似？它是指： \:/x E 劣，

IITx - Tnxll ---+ 0 (n---+ oo). (2.3.22) 

这在数值分析中称为近似格式具有相容性
在数值分析中还有一个重要的概念：称近似格式具有稳定性，

是指3C > 0, 使得

IIT;
1 

II�C (\:/n E N). (2.3.23) 

在相容性的前提下，Lax指出了近似格式的收敛性与稳定性
是等价的．

定理 2.3.19 (Lax等价定理） 如果 (2.3.22) 式对\:/xE勿成

立那么为了Xn ---+ x(n ---+ oo), 其中Xn 与x分别是 (2.3.21) 式与
(2.3.20) 式的解，必须且仅须:3C > 0, 使得 (2.3.23) 式成立

证 充分性 ． 由 (2.3.22) 式和 (2.3.23) 式我们得

llxn - xii = IIT; 1y - T; 1Tnxll 

�IIT; 1 II·IITx - Tnxll 

�Cll!x -Tnxll ---+ 0 (n---+ oo). 
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必要性. VyE�, 令环=T,产y,x=T-1y, 便有Xn�x (n�oo). 

因此，

T产y�r-1y (n�oo, Vy E�). 

由共鸣定理（定理 2.3.16), 立得IIT�训有界

习 题

2.3.1 设穷是 B 空间，织是龙的闭子空间． 映射 <p

兜一览／织定义为

．

 

cp : X 1----t 杠) (Vx E 免），

其中 [x] 表示含 x 的商类（见习题 1.4.17).求证 中 是开映射．
2.3.2 设究，吵是 B 空间，又设方程 Ux=y对Vy E 1Y 有

解 XE 龙，其中 U E织劣，t!JI), 并且 :3m > 0, 使得

IIUxll� 叫同 (Vx E究）．

求证： U 有连续逆 U飞并且 IIU开区1/m.

2.3.3 设 H 是 Hilbert 空间， A E .Z(H), 并且 :3m > 0, 使得

l(Ax,x)I�mllxll 2 (Vx EH). 

求证； :lA-1 E 夕(H).

2.3.4 设龙，钞是 B* 空间， D 是龙的线性子空间， 并且

A:D 一少是线性映射求证：

(1)如果A连续且D是闭的那么A是闭算子；
(2) 如果A 连续且是闭算子，那么吵完备蕴含 D 闭；
(3) 如果 A 是单射的闭算子，那么 A-1 也是闭算子；

(4) 如果劣完备，A 是单射的闭算子， R(A) 在吵中稠密，并

且 A-1 连续，那么 R(A)= t!JI. 

2.3.5 用等价范数定理（推论 2.3.14) 证明： (C[O, 1], II·Iii)不
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1 

是 B 空间，其中 111111 = J IJ(t)ldt, VJ E C[O, 1).
。

2.3.6 (Gelfand 引理）设觉是 B 空间， p: 劣---+ JR 满足

(1) p(x)�0 (Vx E免）；
(2) p(入x) =入p(x) (V入> 0, \/x E龙）；
(3) p(x1 +叩) < p(x1) + p(迈） (Vx1,x2 E龙）；
(4) 当x九 一 x 时，血! p(环）汀位）．

n-+cx, 

求证： 3M> 0, 使得 p(x) < Mllxll, \Ix E所
2.3.7设变和钞是B 空间， A九 E 乡（龙， 1J/) (n = 1, 2, · · ·) ,

又对 Vx E龙， {A邧｝在少中收敛求证： 3A E .!L(觉， 1/1), 使得

A芯-+ Ax (Vx E龙）， 并且 IIAII:::;; 皿! IIA 九 11.
九一-+(X)

2.3.8 设 1 < p < oo, 并且1/p+ 1/q = 1. 如果序列 {ak}使
00 

得对妇＝也} E lP保证区a心收敛求证： {ak} E zq. 又若
k=l 

00 

f :x� 区或k,求证： j 作为 lP 上的线性泛函有
k=l 

11/11 = (� 回 1q)
令

·

00 

2.3.9 如果序列 {ak} 使得对妇＝｛匐 El1 ,保证La心
k=l 

00 

收敛求证：｛。叶E l00 . 又若f立一区 0心作为l l 上的线性泛

函求证
k=l 

llfll = sup lak小k�l 

2.3.10 用 Gelfand 引理（习题 2.3.6) 证明共鸣定理（定理

2.3.16). 
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2.3.11 设劣，钞是 B 空间， A E织龙， W) 是满射的．求证：

如果在吵中 Yn�Yo, 则 :3C> O 与 Xn �Xo, 使得Axn =y九，且

llx九 II�CIIYn ll-
2.3.12 设龙，钞是 B 空间， T 是闭线性算子， D(T) c 劣，

R(T) c 贸 N(T)气XE趴匹=0}. 
(1)求证： N(T) 是宽的闭线性子空间

(2) 求证： N(T ) = {0}, R(T) 在钞中闭的充要条件是
:3a > 0, 使得

llxll�allTxll (Vx E D(T)). 

(3) 如果用 d(x, N(T)) 表示点 X E 兜到集合 N(T) 的距离

CE饼T)
llz - xii)- 求证： R(T) 在吵中闭的充要条件是， 玉 > 0,

使得

d(x, N(T))�allTxll (妇ED(T)). 

2.3.13 设a(x,y) 是 Hilbert 空间 H 上的一个共辄双线性泛

函满足：

(1) 3M> 0, 使得伈他， Y)I�Mllxll·IIYII (Vx, YEH);

(2) :38 > 0, 使得 la(x,x)I�8llxll2 (Vx EH).

求证：叮EH*' :3 I y I E H' 使得

a(x, y1 ) = f(x) (Vx EH), 

而且 Y1 连续地依赖于 f.
2.3.14 设 Q是配中边界光滑的有界开区域a:D--+股有

界可测并满足 O<a。�a, f E L2 (il). 规定

a(u, v)全 J ('vu·\Iv+ auv)dxdy (Vu, v E H1 (il)), n 

F(v)全 f f·vdxdy (V v E L钮））．
fl 

. :1 
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求证:Jiu E H1 (il)满足

a(u, v) = F(v) (Vv E H
1 (D)). 

§4 Hahn-Banach定理

给定无穷维赋范线性空间龙，是否存在不恒等千0的连续
线性泛函？更进一步间：是否有 ＂ 足够多＂ 的连续线性泛函？所
谓足够多，是指多到足以用来分辨不同元的程度，即当 X1 =/=迈
(x1, X2 E 龙）时，必有龙 上的一个连续线性泛函八），使得
f妇） =f f妇）． 本节从线性泛函的延拓入手解决这个问题有趣
的是从几何上看，这个线性泛函的延拓性质表现为凸集的分离性
质而这个分离性质又是研究与凸集有关的 Banach 空间几何学
的基本出发点

本节介绍的 Hahn-Banach 定理是泛函分析的最基本的定理之
一．无论在纯粹数学中，还是在应用数学中，它都有广泛的应用

4.1 线性泛函的延拓定理

回顾命题1.5.10, 复线性空间劣上，只要含有一个均衡吸收凸
集，由它便可决定这空间上的一个半范数 p(x), 我们试看从它能否
产生龙上的一个非零的连续线性泛函，设 Xo E 劣，使 p(xo) =I= 0. 

如果我们规定

疡垒伈XO 从E骂 /o(心）全入p(xo) (V入E底）．

那么 h 就是坏上的一个非零线性泛函，满足有界性条件

lfo(入xo)I�I入p(xo)I = p(入xo) (V入E JK).

如果能把这个定义在坏上的连续线性泛函延拓成整个空间兜
上的连续线性泛函，问题就解决了下面要证明的 Hahn-Banach
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定理正是保证这种延拓的可能性，不过为了多方面的应用，提法上
稍为一般些

定理 2.4.1 (实 Hahn-Banach 定理）设龙是实线性空间，
p 是定义在龙上的次线性泛函 心 ％是龙的实线性子空间， lo 是
坏上的实线性泛函并满足 fo(x)�p(x)(VxE 疡）．那么龙上必
有一个实线性泛函 f, 满足：

(1) J(x)�p(x) (Vx E 劣） （受 p 控制条件）；
(2) f(x) = fo(x) (Vx E &:o) (延拓条件）．
证劝o E !![°\坏，记距全扛+ay。 Ix E !Z°o, a句i}. 首先

将 Jo 延拓到无，设延拓后的线性泛函记为 !1, 那么

h(x + ayo) = fo(x) + a/1灼o) ('vx E 坏，\fa E劂(2.4.1 夕）

可见问题只在千决定 f1 (Yo) 的值既然要求 !1 满足受 p 控制条
件，所以

fi(x + ayo)�p(x + ayo) (Vx E &:o, Va E劂 (2.4.2)

对(2.4.2) 式两边同除以回，推出它等价于

或

{ !i(Yo - z)勺(Yo - z), Vz E笃

f1(-yo+Y)�p(-yo+Y), VyE 坏，

fo(y) - p(-yo + y)�/1(Yo)�fo(z) + p(yo - z) 

(Vy, z E 疡）．

于是为了能取到适合 (2.4.2) 式的 J认Yo) 必须且仅须：

芦。｛儿(y) - p(—Yo+ y)}�z杻i。{fo(z)+ P(Yo - z)}. (2.4.3)
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然而 (2.4.3) 式是可以保证成立的．这是因为，对 Vy, z E !!Co, 

fo(Y) - fo(z) = fo(Y - z) 

�p(y - z) 

�p(y — Yo)+ P(Yo — z). 

所以

fo(Y) - p(-yo + y)�fo(z) + p(yo - z) (Vy, z E !!Co). (2.4.4)

显然 (2.4.4) 式蕴含 (2.4.3) 式，今任意取定f认Yo) 为 (2.4.3) 式两

端的中间值，就能根据 (2.4.1) 式得出 f。在无上的延拓 fi. 由

于 (2.4.3) 式两端未必相等，其中间值f认Yo) 的取法一般不唯一，

因此这种延拓也不一定唯一 ．
剩下的问题是怎样把儿逐步延拓到整个度上去，这需要用

Zorn引理（引理1.6.20). 令

疡C免�c 览；

§ £ �(忍心） lvx E 疡今儿(x) = fo(x);
\Ix E 坏今儿(x) 勺 p(x) , 

在夕中引入序关系如下：（废�ufA1 )-< (劣A2 l f A2) 是指

免A1 C 坏2 , 且丛 (x) = f A2 位） (Vx E 兜A1 ).

于是多成为半序集，又设M是多中的任一个全序子集，令

坏产 u {蚽｝，
（宽�.f心EM

及

压(x) = f A(x) (Vx E坏，（坏心） EM). 

由于M是全序子集，容易验证劣M 是龙的包含坏的子空
间，且压在坏1 上是唯一确定的，满足压(x) � p(x). 于是
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（龙M, 压）E乡并且是M的一个上界．依Zorn引理（引理1.6.20),
乡本身存在极大元不妨记之为（疫小儿）．

最后，我们来证明劣A=龙．用反证法，倘若不然，那么根据
第一段的证明，可以构造出

（玩，几）E夕， 使得沈c玩，但是龙Ai= 纭�-

从而（元，iA) >-- (!1£A, f A), 但是（玩，几）i= (沈，儿）．这与（疫儿
儿）的极大性矛盾． 因此坏＝沉于是所求的J取为儿即
可． ．

对于复的线性空间，由于复数不能比较大小，相应的延拓定理

必须做某些修改．
定理2.4.2 (复Hahn-Banach定理）设龙是复线性空间，

p 是龙上的半范数． 环是究的线性子空间 Jo 是坏上的线
性泛函并满足 l/o(x)I�p(x), \/x E 坏，那么觉上必有一个线性
泛函J满足：

(1) lf(x)I�p(x) (\/x E免）；
(2) J(x) = fo(x) (\/x E疡）．
证 把度看成实线性空间，相应把疡也看成是实线性子

空间令
go(x) 全 Refo(x) (\/x E疡），

便有go(x)�p(x)(\/x E疡）．从而根据定理2.4.1, 必有龙上的
实线性泛函g, 使得

g(x) = go(x) (\/x E坏）， (2.4.5)

且

现在，令

g(x)�p(x) (\/x E免）. (2.4.6) 

f位）全 g(x) - ig(ix) (\/x E免）. (2.4.7) 
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那么依 (2.4.5) 式我们有

又

f(x) = go(x) - igo(ix) 

= Refo(x) + ilm几(x) = fo(x) (\/x E坏），

/(ix) = g(ix) - ig(-x) 

= i[g(x) - ig(ix)] = if(x) (\/x E劣）．

从而 J 也是复齐性的． 剩下还要说明在克上， 1/(x)I 受 p(x) 控
制若 f(x) = 0, 这是显然的若 f(x) =/= O, 令

o 全 argf(x),

那么依(2.4.6) 式有

lf(x)I = e
一iOf(x) = f(e-i0x) 

= g(e-wx)�p(e
一i0x) = p(x) (\/x E�),

其中第三个等号是因为正数 f(e-i0x) = lf(x)I 的虚部为 0. • 

综上所得，结合命题 1.5.10 便可推出下面的定理
定理2.4.3 为了复线性空间兜上至少有一个非零线性泛

函只要觉中含有某一个均衡吸收真凸子集

在B*空间上，Hahn-Banach延拓定理具有下列更特殊的形

式和应用
定理2.4.4 (Hahn-Banach)设先是B*空间，坏是劣

的线性子空间，儿是定义在环上的有界线性泛函则在勿上必
有有界线性泛函 J 满足：

(1) f(x) = Ji心） (\/x E疡） （延拓条件），
(2) 11/11 = llfo llo (保范条件），

其中 llfollo 表示j。在疡上的范数．
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注 由于 f 满足 (1), (2) 两个条件，通常称 J 为几的保范延

拓．

证 在度上定义 p(x) 全 llfollo·llxll, 那么 p(x) 是龙上的
半范数，从而根据定理 2.4.3, 必存在览上的线性泛函 J(x), 满足

f(x) = fo(x) (Vx E疡）， (2.4.8)

及

If (x)I�p(x) = llfollo ·llxll (Vx E兜）. (2.4.9) 

按泛函范数的定义， (2.4.9) 式蕴含 11111�llfollo, 又由 (2.4.8) 式，

显然有 11/ollo�11111· 因此 11111 = llfollo- • 
推论2.4.5 每个 B* 空间必有足够多的连续线性泛函

证 任给 X1,X2 E 劣，若 X1-:/= 迈，则 x。全 X1 - X2-:/= 0. 令
疡气江。队 EC}, 并在沉上定义

lo队xo) =入 llxoll (V入 EC).

那么 fo(xo) = llxo II且llfollo = l. 依定理 2.4.4, 存在劣上的连续

线性泛函 f, 使得

f (xo) = fo(xo) = llxoll, 11111 = llfollo = l. 

劣上的这个非零连续线性泛函 J, 可以分辨 X1, X2. 事实上，

f (xi) - J (x2) = f (x1 - x2) = f佐o) i- 0. • 

这里我们实际上证明了如下推论．
推论 2.4.6 设究是B本 空间， Vxo E览\{0}, 必可 E 死？＊，

使得

f他o) = I杠oil , 且 11/11 = 1. 

注 本推论给出判别矿空间零元的一种方法：为了 Xo = 0, 

必须且仅须叮 E劣＊ 蕴含 f(xo) = 0. 



·128· 泛函分析讲义（第二版）（上）

回顾在 Hilbert 空间 H 中，对任意的连续线性泛函 f,:ly EH,
使得

如） = (x, y) (Vx EH).

若记 M臼心(x) = O}, 那么对 VxoEH, 有

f(xo) = (xo, y) = (xo - PMxo, y),

其中 PMX。表示 x。在 M 上的投影，从而

If他o)I�llxo -PMxoll·IIYII = llfllp(xo, M). (2.4.10) 

在一般的 B* 空间劣中， p(xo,M) 全 inf llxo -YII, (2.4.10) 式仍
yEM 

然成立事实上， VnEN 及西。E劣，按下确界定义， 3xn EM,
使得

因此

1 
p(xo, M)�p(xo, 环） < p(xo, M) + -.n 

If (xo)I = If (xn -xo)I�llfll·II环 -xoll

�11/11 (p(xo, M) +¾), 
上式令 n-+ oo, 即得 (2.4.10) 式

现在提一个问题在矿空间究上，给定子空间 M 及Xo E
龙\M, 是否叮E 兜＊，使得 J 在 M 上为 0, 并使 (2.4.10) 式中的

等号成立？这导致如下定理

定理 2.4.7 设览是 B* 空间， M 是宽的线性子空间． 若

Xo E勿且
d幻(xo, M) > O,

则必可 E 宽＊ 适合条件：

(1) f(x) = 0 ('vx EM);
(2) f位o) = d; 

(3) llf 11 = 1.
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证 考虑 c¥o 全杠= x'+ axolx'EM, 如这},Vx E坏，定
义

fo(x) = ad. 

显然， Jo 适合条件 (1), (2). 又若 x = x'+ ax0(x'E M, a =I= 0), 则

加(x)I =laid= la lp(xo, M)

�lal II�+x。 I

= llx'+ axoll = llxll-

因此 llfoll�l. 依Hahn-Banach 定理（定理2.4.4), 将 J。 保范延拓

为 fE劣，便有 f 满足条件 (1), (2) 及 llf11�1. 又因为 /E度＊ ，

并满足条件 (2), 所以由 (2.4.10) 式便得 11111�1, 于是 (3) 成立．．

推论 2.4.8 设M是B*空间龙的一个子集，又设x。是
劣中的任一个非零元素那么

xo E spanM, 

其充要条件是对叮E 宽＊ ，

f位） = 0 (Vx E M) ===} J(xo) = 0. 

证 必要性是显然的，下面我们用反证法证明充分性．倘若
XQ 巨spanM,那么

d全p(xo,spanM) > 0. 

因此依定理2.4.7, 可 E 览＊ ，使得 f(x) = 0(\:/x E M), 并且

f (xo) = d > 0. 但按充分性假定，对此 f 应有 f 仰o) = 0, 便引出
矛盾 • 

特例 2.4.9 若 M={x1心2,''', Xn, · · ·}, 是否能用形如区C心
i=l 
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的线性组合的序列极限去逼近给定的元素 xo? 本推论给出了这种

逼近存在的一个充要条件：对所有的在 X1 心2, .. · , Xn, · · · 上为 0

》 的连续线性泛函j都有 f(xo) = 0. 

4.2 几何形式－凸集分离定理

平面上两个互不相交的凸集A与B,AnB=0, 有一条重要

的几何性质：存在一条直线l分离A与B, 即存在直线l使A与
B各在l的一侧（请参看图 2.4.1).

图 2.4.1

在一般的线性空间龙中，这条几何性质有没有相应的推广

呢？下面就来讨论这个问题，为简单起见，今后我们总假定龙是

实的免上的线性泛函也取实值

在免上相应于平面上过原点的直线的概念是极大线性子空

间的概念

定义2.4.10 在线性空间览中，龙的线性子空间M称为

是极大的，如果对于任何一个以M为真子集的线性子空间玑必
有M1= 劣．

命题2.4.11 M是极大线性子空间的充要条件是M是线
性真子空间，并且西。 E览\M有

劣＝｛江。从璞} EBM. 

证 必要性是显然的为了证充分性，设M1是以M为真子
集的线性子空间那么 ::lxo E M1\M. 于是有坛EM心入E劂



第二章线性算子与线性泛函 ·131·

及McM1, 从而

兜＝｛垃。从E脱} EB MC M1, 

即得龙=M1 . 于是M是极大线性子空间． ．

定义2.4.12 劣的极大线性子空间M对向量 Xo E 究的

平移
L 全 xo+M

称为极大线性流形，或简称超平面
注 超平面是平面上一般直线概念的推广． 平面上的直线l

可以通过线性函数表示：

l={x=(e,,,.,)I必＋切=c}. 

超平面L也可以通过线性泛函来刻画事实上，如果J是线性

(B*)空间览上的非零（连续）线性泛函那么集合

H1全= {x E勿lf(x)=r} (rE囮）

必是一个（闭）超平面，这是因为HJ显然是线性子空间，又妇飞
龙＼硝均E究有

f(x) x= 
f伈）

X1 + HJ.

从而HJ还是极大的．由于J是非 0 的，:3xoE�, 使f (xo) =I= 0.

由J的线性，不妨设J(xo)= r, 今对任意xEHf, 因为

f(x - xo) = f(x) - f(xo) = 0,

所以x-xoE HJ, 这证明了H1=xo+HJ是一个超平面又若J
是连续的，则Hf显然是闭的．
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反过来，若 L是（闭）超平面可设 L = x0 +M, 其中 M 是
（闭）极大线性子空间，Xo E兜\M. 这时\/x E度可表示成

X=入XO +y (入E股，yEM)

的形式再定义线性泛函 f: 宽一股，

f位） = /(坛。 +y) =入（入e 股， y EM). 

显然j为龙上的线性泛函，满足 M=HJ 以及J他o)= 1. 因此
L=Hj. 若 L 是闭的，从而 H'j 是闭的，那么 f 还是连续的（见习
题 2.1.7(3)).

总结起来有下面的定理
定理2.4.13 为了L是线性(B*)空间劣上的一个（闭）超

平面，必须且仅须存在非零（连续）线性泛函j及 r E厌，使得
L=H1. 

所谓超平面 L=H1 使一个集合E在它的一侧，用线性泛函
来描写就是

VxEE=今f(x)�r (或 �r).

定义2.4.14 所谓超平面 L=H1 分离集合E与 F, 是指：

\/x EE=今J(x)�r (或 �r),

\/xEF=今 f(x)�r (或 �r).

如果在上面两个式子中，用"<"与 ＂＞＂ 分别代替"�" 与"�"'那
么就说Hf严格分离E与F.

现在来讨论如何用超平面分离两个互不相交的凸集，以此作
为 Hahn-Banach 定理（定理 2.4.4) 的应用．设究是B*空间，依
命题 1.5.11, 如果 E 是劣的以 0 为内点的真凸子集，那么它的
Minkowski 泛函 p(x) 便是一个非零的连续次线性泛函，满足

Vx EE===> p(x)�l. (2.4.11) 
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如果还存在一点 Xo E 龙\E, 则由 p(x) 的定义和 E 是以 0 为内
点的凸集可以推出 p(xo)�1. 下面我们证明存在超平面Hf分离
E与 xo. 为此寻求线性泛函 f. 先在一维线性空间

坏全｛江。从五｝

上定义
Jo(入xo) 全；入p(xo) (V.X E胶）．

显然lo是织上的线性泛函，满足

fo(x) = Jo(入xo) =入p(xo)

�p(入xo) = p(x) (Vx E疡）．

根据实形式Hahn-Banach定理（定理 2.4.1), 必存在劣上的线性

泛函 f(x), 满足

J(xo) = fo(xo) = p(xo)�1, (2.4.12) 

f(x)�p(x) (Vx E劣）. (2.4.13) 

联合 (2.4.11) 式与 (2.4.13) 式得到 f(x)�l(Vx EE). 于是 H} 便
是分离E与 Xo 的超平面．这样我们就得到如下定理

定理2.4.15 {Hahn-Banach定理的几何形式） 设E是实
矿空间究上以0为内点的真凸子集，又设功已E, 则必存在一个
超平面Hf分离x。与 E.

注 1 因为只要通过适当平移，总可以把任一点变为0点，所
以本定理对含有任意内点的真凸子集仍成立，但对于无穷维空间
!£', E有内点这一条是不能省略的．

注 2 可以证明定理中存在的超平面L 垒Hf还是闭的．这
只要证明相应的 J 还是连续的事实上，由 (2.4.13) 式推出

甘(x)I�max(p(x),p(-x)) (Vx E龙）．
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因此p(x)的连续性蕴含 f 在0点连续又因为 f 是线性的，所
以j在整个觉上连续

下面我们转向考虑两个凸棠的分离问题．为此想办法把它转
化为一个凸集与其外一点的分离问题．在B*空间览中，若 E1,E2

是两个互不相交的凸集， E1 是有内点的，那么容易推知集合

E全压+ (-l)E2

是一个非空凸集，并且是有内点的． 此外，晖E. 事实上，倘若不
然，则如 EE1,X2 E E2, 使得 X1 —

叩 =0. 从而

x1 = x2 E E1 n E2. 

这与 E1nE2=0 矛盾
根据几何形式的 Hahn-Banach 定理（定理2.4.15), 存在闭超

平面Hf分离 E 和 0. 不妨假定

f(x)�r (\:/x EE), f(O)�r. 

从而 f(x)�0(\/x E E), 即有 f(y - z)�0(\:/y E E1, \:/z E 层）． 再
由j的线性便得

f(y)�f(z) (Vy E E1 , Vz E 坠）．

因此:3s E股，使得

sup f(y)�s�inf f(z). 
yEE1 

zEE2 

千是HS 分离 E1 和E2, 并由Hf闭可知Hj也是闭的．总结起来f 
有下面的定理

定理2.4.16 (凸集分离定理） 设 E1 和 E2 是 B*空间中两

个互不相交的非空凸集，E1 有内点，那么3s曰R及非零连续线性
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泛函f, 使得超平面 HJ 分离压和 E2. 换句话说，存在一个非零
连续线性泛函 f, 使得

f (x)�s (\:Ix E E1), f(x)�s (\:Ix EE吵

注 条件 E1 nE2 = 0 可以减弱到启 n局 =0. 这是因为
E1 有内点，所以 E1 有内点从而 E1 是有内点的凸集．对 E1 与
昆应用本定理结论得到分离它们的闭超平面 Hj, 不妨设就是

J(x)�s (Vx E E1), 

f (x)�s (Vx E E刃．

(2.4.14) 

(2.4.15) 

由 f 的连续性， (2.4.14) 式可以加强为

f (x)�s (\/x E E订．

0 

又 E1 = 瓦（见习题 1.5.1(2)), 即得

f(x)�s (\/x E E1). (2.4.16) 

联合 (2.4.15) 式与 (2.4.16) 式就是 Hj 分离胚和 E2.

推论 2.4.17 (Ascoli 定理）设 E 是实矿空间究中的闭
凸集，则 Vxo E 宠\E,3f E 兜＊

及 aE厌，适合

f(x) < a < f (xo) (Vx EE). (2.4.17) 

证 因为 Xo E 兜\E及E是闭集，所以动> 0, 使得

B(xo, 8) c览\E,

而 B(x辽）是有内点的凸集． 对 E 和 B(xo, c5)应用定理 2.4.16,

存在非零连续线性泛函 f, 适合

sup f(x)� inf f(y). (2.4.18) 
xEE yEB(xo,8) 
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inf J(y) < f仰o). (2.4.19) 
yEB(xo,8) 

事实上，倘若 (2.4._19) 式不成立，那么

f(y)�f(xo) (Vy E B(xo, 6)). (2.4.20) 

这表明 J位o) 是 f(y) 在 B(xo, 8) 中的极小值，这与 J 的非零线性
矛盾（参看习题2.1.9). 于是 (2.4.19) 式成立任取 (2.4.19) 式两
端的中间值 aE 脱，并由 (2.4.18) 式即得 (2.4.17) 式． ．

推论 2.4.18 (Mazur 定理）设 E 是 B* 空间究上的一个

有内点的闭凸集， F 是兜上的一个线性流形，又设 EnF== 0, 
那么存在一个包含 F 的闭超平面 L, 使 E 在 L 的一侧．

证 设 F=xo+坏，其中 Xo E 兜'fZ'o 是龙的线性子空间．
由定理2.4.16, 存在H, 分离 E与F, 即

f(E)�r, f邑+ .2'o)�r. (2.4.21) 

记r卢r-f位o), 便有 f(x)�ro(Vx E 耽）． 又由 J 是线性的，及

疡是线性子空间，容易推出

f(x) 三 0 (Vx E 疡），

即有坏 c HJ, 从而 F C Xo + HJ = Hj, 其中 s�f位o)- 再
由 (2.4.21)式推出 f(E)�s, 于是 L全Hj 便为所求 •

注 上述结论换句话说就是存在劣上的非零连续线性泛
函J及 SE 股，使得

f(兀)�s (\Ix EE), f(x) = s (\:Ix E F). 

下面我们来推广平面上直线和圆的相切概念．
定义 2.4.19 超平面 L=H1 称为凸集 E 在点 Xo 的承托超

平面，是指 E 在 L 的一侧，且 E 与 L 有公共点 x。．换句话说

f (x)�r = f (xo) (Vx E E), 
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或

J(x)�r = f他o) (Vx EE). 

例2.4.20 设穷是B*空间，E={xE兜lllxll�r},I杠oll = r, 
那么E在Xo有一个承托超平面

证 根据推论 2.4.6, =If E 兜＊ ，使得 f(xo) = llxoll, 11!11 = 1. 
于是Hf便是E在Xo的承托超平面，这是因为

f(x) �llfll·llxll � r = f妇） (Vx EE). • 

更一般地，有下面的定理
定理2.4.21 设E是实B*空间中含有内点的闭凸集，那么

通过E的每个边界点都可以作出E 的 一个承托超平面．
证切EE由，令F全邑｝． 依推论 2.4.18 的注，3f E 

矿\{0} 及 SE脱，使得

J(x)�s = J(xo) (Vx EE). 

于是HJ便是E在Xo的承托超平面 ．

 

4.3应用

1. 抽象可微函数的中值定理
设钞是B*空间，/ : (a, b)一钞叫作数值变数t的抽象函

数．如果tE (a, b), 在少中存在极限

lim f (t + Lit) - f (t) 
�t-o Lit 

那么就定义此极限为 J在 t 点的微商，记为 f'(t). 又若 J在 (a, b)

内点点有微商，便称 J 在(a,b)内可徵如下中值定理是抽象可微

函数的重要性质之一 ．
定理2.4.22 设抽象函数 f: (a, b)一吵在 (a, b)内可微，那

么对邓，扫E (a, b), 30 E (0, 1), 使得

llf(t2) - J(t1 )II�llf'(0t2 + (1 - 0)t1 )II·lt2 - t计. (2.4.22) 
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证 由推论 2.4.6, :3y* E t/J/*, 使得 IIY*II = 1, 且

(y*, f (t2) - f (t1)〉= llf(t2) - /(t1)II- (2.4.23) 

令cp(rJ)= (y*'f伈+1J(t2 一 句））〉，那么烈rJ) 是在 [O, 1) 上连续，在

(0,1) 内可微的实函数，且

华,'('T})= (y*, !'(ti +'TJ(t2 -t�)) (t2 - t订〉·

对叫rJ) 应用微分中值公式即得

叭1) - <.p(O) =召(0)

= (y*, !'(ti+ 0(t2 -t1))(t2 -t1)〉, (2.4.24)

其中0<0<1. 联合 (2.4.23) 式与 (2.4.24) 式便得

II! C拉）- f(t1)II = <r-〉(1) - <.p(O) 

�II矿11·llf'(t1 + 0(t2 -ti))II·lt2 - t计，

即得 (2.4.22) 式 • 
2. 凸规划问题的Lagrange乘子

数学规划的理论建立在凸集分离定理（定理 2.4.16) 的基础之
上 ． 现在我们通过下述 Kuhn-Tucker 定理，介绍凸集分离定理是
怎样使用的．

定义2.4.23 设究是一个线性空间，Cc龙是一个凸集

称 f :C 一厌是一个凸泛函，是指 J 满足

!(入x+(1-入）y)� 入f(x)+ (1-入）f(y) 

(Vx,y EC, V入 E (0, 1)). 

注 这个定义可以等价地表达为：上方图

epi(f) 全= { (x, t) EC x阻寸f(x)�t}

是 Cx 厌中的凸集．
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凸规划问题 (P) 是指：给定凸集C 上的凸函数 f,g1,g2,· · ·,9n,
求xo EC, 满足

9i(xo)�O (i=l,2,···,n), 

且

J(xo) = min {f (x) Ix E C, gi(x)�O(i = 1, 2, .. ·, n) }, (2.4.25) 

其中条件 9i (X)�0 (i = 1, 2, .. ·, n) 称为约束
在多元微分学中，我们知道往往可以借助千 Lagrange 乘子法，

把带约束的极值问题化归为无约束的极值问题 ． 现在我们也希望

这样做，寻求条件来确定氏， ;2, ...'丸）口即 ， 使得若 Xo 是间
题(P)的解，则

f仰o)+t坛（动＝皿n{ 炬）＋望,(x)jx EC}. (2.4.26)

这就通过 Lagrange 乘子 (�1,�2, ·.. , 丸）把约束条件吸收到极值
函数中去考察等式 (2.4.26),它等价于不等式组

f(xo) +立汕(xo)�f(x) +立淖 (x) (\/x E C). (2.4.27)
i=l i=l

为了寻求（又，X2 尸 ． ． ，泣），我们宁可多引进一个参数岛，而考察较
弱的一组不等式：

n n 

泣（动+L 沁七o)�X。知）＋汇 xi9i(动 (Vx EC). (2.4.28)
i=l i=l 

如果能证明X。> 0, (2.4.28) 式就等价于 (2.4.27) 式．
寻求非零的 (X。入， ． ． ． ，泣） E胶n+l, 在几何上相当于在股n+l

上找一个超平面，而不等式组 (2.4.28) 就是这个超平面分离集合

E�{ (to, t1, 心） E砓n+l

:::� 厂 ;1,2,···,n)
}
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与

3x EC, 使得
F垒�(to,t1,···, 片） E 厌

叶 1 I t。 �f(x), 并且
ti�9i(x)(i = 1, 2, · · ·, n) 

的结果因为 f,91, · · ·,9n 都是凸函数，易证 F 是股n+l 中的一个
凸集，而 E 显然是一个有内点的凸集，其内点全体是

E= {Cta, 儿，抎） E 厌n+l

!�; t(�
x

��, 2, · · ·, n) }

由于 Xo是问题(P) 的解，所以仓 nF=0. 现在应用定理 2.4.16
的注，便得到

n n 

泣 (xo) + L坛 (xo)�X。 (f位）＋如）＋区入 (g七）＋＆）
i=l i=l 

(Vx EC, V{i�O(i = 0, 1, · · ·, n)). (2.4.29) 

由此可见入 �O(i=0,1,···,n), 并且 (2.4.28) 式成立．此外还有

入i9i(xo)= 0 (i = 1, 2, · · ·, n). (2.4.30) 

这表明：使 g七o) < 0 的指标 i 对应的约束实际上在此不起作用．
为了证明 (2.4.30) 式一方面，由凸集分离定理（定理 2.4.16),

n 

泣(xo)�X。f他o) +区Xigi(xo),
i=l 

n 

因此， 区入gi(xo)?: 0. 
i=l 

另一方面，由假设 9i(xo)�0, 以及 xi?: o 可见 (2.4.30)式成立

以下我们确定使X。 >0的条件．
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引理2.4.24 若玉EC 满足

9i(岔） <0 (i=l,2, ···,n), (2.4.31) 

则 X。> 0. 
证 用反证法倘若不然， X。= 0. 由 (2.4.29) 式和 (2.4.30)

式便有

立gi(x)�o. (2.4.32) 
i=l 

固为(;。入， ． ． ． ，丸） =I= 0, 所以氏，及，... 丸） =I= (0, 0, · · ·, 0). 又
入i;?: O(i= 1,2,·· ·,n), 联合(2.4.31) 式便有

区坛（动 <0.
i=l 

这与 (2.4.32)式矛盾 •

总结以上所述，我们得到下面的定理
定理2.4.25 (Kuhn-Tucker) 设龙是一个线性空间， C是

穷的一个凸子集又设 f,g1, · · ·,9n是 C 上的凸泛函，那么在
引理2.4.24 的假设下，若 x。是问题 (P) 的解，则必存在实数

.-\1, .-\2, · · ·, 入n�0, 适合

f仰0) = min { f(x) + t, A,g,(x)l\fx EC},

以及
入i9i(xo) = 0 (i = 1, 2, · · ·, n). 

3. 凸泛函的次微分
Banach 空间劣上的一个凸泛函/: 劣 --t JR, 一般来说未必

是可微的 ． 然而参照函数的导数与这函数图形的切线斜率之间的
关系，我们将利用凸泛函 J 的上方图 epi(/) 的承托超平面来推广
导数的概念
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定义2.4.26 设f: 宽一屈是凸的， Vxo E 兜，称集合

8f(xo) 全七 {x* E 兜*I (x*, x - x0〉十f(xo)�f(x)(Vx E 免）｝

为函数 J 在 XQ 点的次微分，盯(xo) 中的任意泛函矿称为 J在

Xo 点的次梯度．
定理 2.4.27 若 f: 免一屈是凸的，并在Xo E f%' 连续，则

盯(xo) =I= 0.

证 在空间劣 x 厌上， 考察凸集 epi(f) 与单点集 {(xo,

f (xo))}. 因为 j 在 XO 点连续，所以 epi(/) 有内点 (xo, f仰o) + 1), 
并且

{(xo, f(xo))} n {epi(f)}0 = 0.

应用凸集分离定理（定理 2.4.16), 有非零元 (x*,e) E 免＊ 刘R分离

epi(f)与{(xo, f (xo))}, 即有

(x*, x0〉十�f(xo)�(x*, x〉十et (V(x, t) E epi(f)). (2.4.33) 

从而有（令X =Xo 及 t= f (xo) + s(Vs > O)){ ;?; 0. 下证 e -1= o. 倘
若不然， e = o, 那么由 (2.4.33) 式便有

(x*心0-X〉�0 (Vx E 龙），

即得 x* = 0. 这便与 (x飞）的非零性矛盾于是�> o. 这时可令

巧=-x*尺，即得对 E 盯(xo). • 

习 题

2.4.1 设p 是实线性空间度上的次线性泛函，求证：

(1) p(0) = O;
(2) p(-x)�-p(x);
(3) 任意给定 Xo E 度，在劣上必有实线性泛函!, 满足

f(xo) = p(xo), 以及 f(x)�p(x)(Vx E 免）．
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2.4.2设究是由实数列 X = {a九｝全体组成的实线性空间，
其元素间相等和线性运算都按坐标定义，并定义

p(x) =九五知 (Vx= 妇} .E究） ．

求证： p(x)是龙上的次线性泛函
2.4.3设咒是复线性空间，p 是究上的半范数. Vxo E 穷，

p(xo) f 0. 求证：存在龙上的线性泛函J满足

(1) f位o)= 1;

(2) If位） I�p(x)/p(xo)(Vx E &:").

2.4.4设究是B*空间，｛吓}(n= 1,2,3, · · ·)是劣中的点
列如果VJ E兜＊ ，数列{f(x,,,)}有界，求证：｛环｝在龙内有界 ．

2.4.5设环是B*空间劣的闭子空间，求证：

p(x, !Co)= sup {1/(x)I If E了，11/11 = 1, !(疡）= o} (Vx E先），

其中 p(x, Xo) = inf x - YII.
yE先b

II 
2.4.6设咒是B*空间给定究中 n 个线性无关的元素

X1,X2, ... ,Xn 与数域胚中的 n 个数 C1, C2, · · ·, C九，及M > 0.

求证：为了 :3/ E 兜＊ 适合 J也） = Ck(k = l, 2, · · ·, n), 以及

llfll�M, 必须且仅须对任意的红 a2, ·· · 心n 旬K, 有

臣气 �M
ltakXk I 

2.4.7给定矿空间览中n个线性无关的元素 X1 立2, .. ·, 环，
求证： 3几 !2 广 ． ． ，儿 E 劣＊，使得

(fi, Xj〉= 8ij (i, j = 1, 2, · · ·, n). 

2.4.8设觉是线性空间求证：为了M是觉的极大线性

子空间，必须且仅须 dim(览\ M) = 1. 
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2.4.9 设览是复线性空间， E是龙中的非空均衡集，J是

览上的线性泛函求证：

IJ(x)I�sup Ref(y) (Vx EE). 
yEE 

2.4.10 设 兜是 B* 空间，Ee咒是非空的均衡闭凸集，
归 E龙\E. 求证：可E览＊ 及 O:'. > 0, 使得

甘(x)I <a< If (xo)I (Vx EE). 

2.4.11 设E,F是实的 B* 空间劣中的两个互不相交的非

空凸集，并且E是开的和均衡的求证： 3f E龙 ＊ ，使得

甘(x)I < i卧甘(y)I (Vx EE). 

。
2.4.12 设C是实矿空间究中的一个凸集，并设兀o EC, 

x1 E 8C, x2 = m(x1 - xo) + xo(m > 1). 求证：迈已 c.

2.4.13 设M是 B* 空间兜中的闭凸集，求证： Vx E兜\M,

必环E牙，满足 llf1II = 1, 并且

sup f1(Y)�f认x) - d(x), 
yEM 

其中 d(x) =团l llx - zll. 

2.4.14 设 M是实 B* 空间览内的闭凸集，求证：

inf llx - zll = sup {f(x) - sup f(z)} (\/x E劣）．
zEM /E矿 zEM

llfll=l 

2.4.15 设览是一个 B 空间， f: 免一臣佯厌 U {oo})是连

续的凸泛函，并且 f(x) 芛oo. 若定义 J*:兜* ------+匝为

f*(x*) = sup { (x*, x) - f(x)} (\/x* E劣＊ ），
xE劣
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求证： J* (x*)芛oo.

2.4.16 设兜是 B空间兀(t) : (a, b) -----+龙是连续的抽象函

数又设A表示[a, b]的分割

a= to< t1 <尥<· · ·< tn = b, 

11�11 全 max {lti+l - ti!}. 
0� 长3九 一 1

求证：在览中存在极限

九 一 1

犀圣x(右）(ti+l一女）

（此极限称为抽象函数 x(t) 在 [a, b]上的 Riemann 积分）．
2.4.17 设克是Banach空间， G是由C中的简单闭曲线 L

围成的开区域如果 x(z) : 百一勿在 G 内解析复且在它上连
续求证：（推广的Cauchy定理）

f x(z)dz = 0.
L 

2.4.18 求证 (1) 团在厌中是凸的；

(2)团在x=O点的次微分8团(0) = [-1, 1).

§5 共枙空间、弱收敛、自反空间

5.1 共扼空问的表示及应用

定义 2.5.1 设劣是一个矿空间兜上的所有连续线性

咋压(z) 在G 内每点可微（参看本章 4.3 小节第一段）．换句话说 't/zo E G, 
在览中存在极限

lim 
x(z) - x(zo) 

z--,.zo z - zo 
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泛函全体免＊ （见定义 2.1.12), 按范数

11111 = sup lf(x)Illxll=l 

构成一个B空间称为究的共轿空间

注 免＊ 的完备性直接根据定理 2.1.13: 龙* = .:L'(龙，底）导
出

例 2.5.2 £P [O, 1] 的共辄空间 (1 勺< oo). 设 q 是 p 的共

辄数，即

我们将证：

｛口= 1, 若p> 1,

q = oo, 若p= l. 

LP[O, 1]* = Lq[O, l]. 

对于 Vg E Lq[O, 1], 根据 Holder 不等式

¼ 1  甘>位）g(x)dµI ,,; (f ) 
, 

。 If位）压 (J。 [g(x)[qdµ)

(µ 是 [O, 1] 上的 Lebesgue 测度），我们知道

(2.5.1) 

Fg(J) 全
s:f(x)g(x)dµ(\/ f E LP[O, 1]) (2.5.2) 

定义了炉 (0, 1] 上的一个连续线性泛函并有

IIFg IILP(0,1]*�ll9IILq[O,l]' (2.5.3) 

即映射 g I--? Fg 将 Lq[0,1] 连续地嵌入炉 [O, 1]*. 
以下证明映射 g H Fg 是等距在上的． 这也就是，对给定的

FE LP[O, 1]*, 要找一个 g E Lq [O, 1], 使得

F(f) = s:f(x)g(x)dµ("if E 肛 [O, 叶）， (2.5.4)
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并且

ll911Lq[0,1] = IIFII. 

对任意的可测集E c (0, 1), 令

v(E)全F(xE),

其中XE是E的特征函数：

1, 当xEE,
XE(x) = 

{。，当迳E.

·147·

(2.5.5) 

我们验证u是一个完全可加测度．事实上，易见u是有限可
加的（由于F的可加性）．今设｛乌} c [O, 1], 满足

以及

那么

E1 => E2 =>· · ·=> En =>· · · 

n比=0,
n=l 

v(En) = F(XE九 )�IIFII'IIXEnIILP[0,1] 

= IIFII (S:1xEnlPdµ)
卢

= IIFllµ(En) 令 �0 (当n�oo).

此外，同理可知u关于µ还是绝对连续的，即由µ(E) = 0, 可以
推出v(E) = 0. 

现在应用Radon-Nikodym定理（定理2.2.5), 存在可测函数

g, 使得对任意的可测集E有

v(E) = f Egdµ.
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从而

F(x旬= s:XE(x)g(x)dµ. 

于是对于一切简单函数 f, 都有

F(f) = f
1 

f(x)g(x)dµ. 
。

进一步我们将要证明

llgllLq[0,1]�IIFII. (2.5.6) 

因为一旦 (2.5.6) 式得证我们立即推得 (2.5.4) 式事实上，因为

简单函数集在 LP[O, 1] 中是稠密的，所以对叮 E LP[O, 1], 存在简

单函数列 fn -t f (LP[O, 1]). 从而有

以及

亦即

F(f) = n� 吧:)F(儿），

lt[f(x) -儿(x)]g(x)dµI

:((f:1/(x) -儿(x)I Pdµ); (f :lg(x)lgdµ) ! 
�IIFII·II/ -fnllL叶0,1] -? 0 (n-? oo),

F(f) =九凡览s:儿 (x)g(x)dµ = s:f(x)g(x)dµ 

于是 (2.5.4) 式得证

以下分两种情形证明 (2.5.6) 式
(l) l<p<oo. 又寸 Vt> 0, i已

Et 兰�{x E [O, l]llg(x)I�t}. (2.5.7) 
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令 f = XEt 位,q-29, 便有

亦即

归旷dµ = J:J·gdµ = F(f) 

,;;; IIFII·llf llL•[0,1) = IIFII (J E, lg吵） *,

(J Et 
叩dµ) q�IIFII. 

令 t�oo, 即得 (2.5.6) 式

(2) p = 1. 这时q = 00. 对没> 0, 令

A垒{x E [O,l]IJg(x)I > IIFII +c}. 

·149·

再对 Vt> 0, 还按 (2.5.7) 式定义 Et, 并令 f = XEtnAsigng, 便有

II/IIL1[0,11 =µ(Et n A), 

并且有

µ(Et n A)(IIFII + c)�J AnEt 
lgl dµ 

= f
1 

f·gdµ �IIFllµ(Et n A). 
。

令 t�oo, 便得

µ(A)(IIFII + c)�IIFllµ(A). 

由此推出 µ(A) = 0, 从而

1lgl1£00[0,1]�IIFII. 

这就是当q= CX) 时的 (2.5.6)式 • 

注 结论 (2.5.1)式可以扩充到一般的完全可加的、 (7-有限的

测度空间，设([2'缓µ)是一个这样的测度空间，则有

LP([l, 笏，µ)* = Lq(il, 勿，µ) (1�p < oo). (2.5.8) 
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例2.5.3 C[O, 1]的共扼空间设
/ I 

g: [O, 1) ---t C, g(O) = 0, 
BV[O, 1] 全｛叶 g(t)= g(t + 0)(\/t E (0, 1)), , , 

九一 1

var(g) < oo 

其中 var(g) = sup 区 lg(tj+1) - g(tj )I, 这里的上确界是对所有的

[O, 1]分割
j=O 

�: 0 =to< t1 < t2 <· · ·<抎=1 (2.5.9) 

来取的．在 BV[O, 1) 上赋以范数

llgllv = var(g) (\:Jg E BV[O, 1]), 

那么BV[O, 1]是B 空间（证明留作习题）．

回顾对如E C[O, 1], \:Jg E BV[O, 1], Stieltjes积分

s: cp(t)dg(t) 

九一 1

定义为lim 区 cp(t;)[g(tj+1)-g(tj )], 其中 A是[O, 1] 的分割（见
llt:!i.11--+0 j=O

(2.5.9) 式），而

11�1卢:m邸
l�J� 冬九

伤 -t户1 I, 

及

t; E [朽，t叶1] (0�j�n - 1). 

从定义易见Vg E BV[O, 1], 它对应着C[O, 1]上的 一个连续线性泛
函

满足

<p I-+(/心= s: cp(t)dg(t), 

11/11�J:ldg(t)I = var(g) = ll9llv· (2.5.10) 
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现在我们要证明反过来的结论这也就是说对任意的 f E 
C[O, 1厂，必 :Jig E BV[O, 1), 使得

(! 劝= s: c.p(t)dg(t) (如E C[O, 叶）， (2.5.11)

并且

11911v�llf 11- (2.5.12) 

其中关键的步骤在于如何由 j 确定出 g. 事实上，如果允许中可
以取成间断的特征函数 XE(t)(E C [0, 1]), 那么就有

g(s) = f。X(o,s](t)dg(t).

因此先把 C[O, 1) 看成是 L00 [O, 1] 的一个闭子空间，应用 Hahn­

Banach 定理（定理 2.4.4), 对给定的 f E C[O, 1]*, :3f E L00 [0, 1)*,

使得

(!, 邓｝〉= 0, 

(!, 份= (!, 吩('vcp E C[O, l]),

并且 11111 = 11111. 因为 X(o,s] E L00 [0, l], 所以可以令

g(s) = (f, X(O,s] 〉(0 < s�1),

g(O) = 0. 
(2.5.13) 

以下证明由 (2.5.13) 式定义的 g E BV[O, 1], 并适合 (2.5.11)
式与 (2.5.12)式

对 (0, 1] 的任一分割 D..: 0 =to<句＜的<···<抎= 1. 记

Wk 垒g(tk+l) - g(t瓦） (k=0,1,2,···,n-1), 

入
K

全｛吐 /lwkl, Wk # 0, (k = 0, 1, 2, ... , n - 1), 
0, 其他

九 一 1

压(t) 全区入蚁 (tk ,tk+11(t).
k=O 
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我们有

n-1 n-1

汇曰＝区入卢 = (J,h凶
k=O k=O 

�II九 ·llh/),.11£00(0,11�II月I= 11111 , 

即得 gE BV[O, 1], 并适合(2.5.12)式

为了证明(2.5.11) 式成立，对如E C(O, 1] 及没> 0, 取分割
A 使得

£ 

lcp(t)—cp(t')I < —-

211111 
(Vt,t'E [tj,tj+1],j = 0,1,···,n-1), 

以及

1s: <p(t)dg(t) _� 立玑）(g(tj+1) - g(tj)) < t
j=O I 

九 一 1

<p� 全区郖）X(tj ,t叶1 ] 气(0)欢O},

j=O 

便得

lu心］
1

- 。,p(t)dg(t)I

�Ju心 － 归"')J+l(T心寸
1

。
叩）dg(t)I 

�11111·ll'P 一 <p.b.11£00 [0,1] +

n-1

IL吼）(g(t;+1) _ g(t;)) -s:<p(t)dg(t)I
j=O 

£ £ < - +- =c.
2 2 

由e 的任意性，即得 (2.5.11)式
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有界变差函数是单调增加函数的差， 即 g = 91 - 92, 因为

g1,g2 的右极限总是存在的，可以适当改变函数的值使得其右连

续，但是不会改变积分 f。cp(t)dgi(t), i = 1, 2, 因此我们可以假设

上述得到的函数 g 是右连续的总结起来有， g I--+ J
1 

cp(t)dg(t) 是

BV[O, 1] --+ C[O, 1]* 的一个等距同构．换句话说

C[O, 1厂= BV[O, 1]. (2.5.14) 

． 

注 我们可用测度或更一般的完全可加集函数代替有界变差

函数得到下面更为一般的定理
定理 2立4 (Riesz 表示定理（连续函数空间）） 若 M 是一个 Haus­

dorff 紧空间，则叮 E C(M)*, 有唯一的复值 Baire 测度，即完全可加的集

函数µ, 适合旧 (M) < oo, 满足

归 =f 叶(m)dµ(如E C(M)).
M 

应用 作为 Hahn-Banach 定理（定理 2.4.4)和Riesz 表示定理（定理

2.5.4) 对复变逼近论的应用，我们来证明下列颇为深刻的 Runge 定理．

定理 2.5.5 (Runge) 设K 是复平面 C 上的一个紧子集，记 Coo =

Cu {oo}. 又设E 是 Coo \K 中的一个子集，它与 Coo\K 的每一个连通分

量 (component) 都相交．若 J 是 K的一个邻域内的任意解析函数，则必有

有理函数列儿，其极点都在 E 内，使得儿在 K 上 一致收敛到 f.

证 证明的办法是引用 K 上的连续函数空间 C(K), 并记 R(K,E) 为

极点在 E 内的有理函数集在 C(K) 中的闭包显然， R(K,E) 是 C(K) 的

一个闭线性子空间． 因此，为证 f E R(K,E), 只须证：对 VF E C(K)*, 

F(g) = 0 (Vg E R(K,E)) ==> F(f) = 0 

（见推论 2.4.8). 然而 C(K)* 是由 K 上的完全可加的复值测度 M(K) 组成

（见 Riesz 表示定理（定理 2.5.4)), 于是我们只需证：对 VµE M(K), 

f Kgdµ= O(Vg E R(K, E)) ==> f Kfdµ= 0. (2.5.15) 

为此，我们需要如下引理
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引理 2.5.6 对叩 E M(K), 若设

µ(w) = f dµ(z)
· 一一－

KW-Z 

那么对 \/R > 0, µE L1 (B动（其中 BR 是中心在原点的半径为 R 的圆），且

P 在 Coo\K 上解析，还满足 µ(oo) = 0. 
我们暂时承认这个引理从而得到

｀

九

/t(wo) = n!f (z - wo)
一九十

油(z) (\lwo E C\K), (2.5.16)
K 

而在 oo 点附近它有展开

1 z 
00 

µ(w) = -立 fK (;)
九

dµ(z)
= -汇盖

n=O n=O 

其中 a产 I 产dµ(z). 进一步，如果 µEM(K) 使得
K 

f g(z)dµ(z) = 0,
K 

其中 9 是极点在 E 内的有理函数，那么我们有

µ(w) 
= 0 (\/w E Coo \K). 

(2.5.17) 

(2.5.18) 

(2.5.19) 

事实上， 'efwoEE, 设 D(wo) 是 Coo\K 中含 WO 的分量，由关于 E 的假设，

我们有

Coo \K = LJ St(wo). (2.5.20) 
心oEE

如果 Wo -# 00, 由 (2.5.16) 式与假设 (2.5.18) 式 P 在 wo 的各阶导数均

为 0, 从而 P 在 il(wo) 内恒为 O; 如果 wo = oo, 则由 (2.5.17) 式与假设
(2.5.18)式 P 在 n(wo) 内也恒为 o. 于是由 (2.5.20) 式即得 (2.5.19)式

现在我们考察在 K 的某邻域 G 内解析的任意函数 f, 对它存在含千

G\K 内的折线 ,1, "/2, · · ·,'Yn 使得

扣）＝汇勹罕 dw.
2兀i 'Yk w - z 

k=l 
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从而由 Fubini 定理，

f f (z)dµ(z) =立
K 

上ff 罕dwdµ(z)
2元 K 'Yk W - Z 

k=l 

九

1 
＝区茄f f(w)µ(w)dw = 0, (2.5.21) 

k=l 'Yk 

这是因为 µ(w) = 0 于 rk C <C\K 上． 这样，我们巳从 (2.5.18) 式推出

(2.5.21) 式，也就是证明了 (2.5.15)式 • 
引理 2.5.6 的证明 (1) 证 µE L1 (B动．由定义我们有

l'fi,(w)I�f 
d旧(z)
一

．K彻-zl

从而

f仿(w)ldxdy�f f三乌xdyBn 压 Klw-zl
dxdy 

= f f dlµl(z) (用 Fubini 定理）K B叭w-zl

�s s 缸dy
K B(z,p) lw -zl 

d旧(z)

�2叨µl(K) < oo, 

其中 p>R+max国
zEK 

(2)µ 在 <C\K 解析 ． 这是由于 K 紧，所以可以在积分号下求微商

(3)µ 在低｝解析，且µ(oo) = 0. 这是因为 K 紧，当回---+ 00 时，在

积分号下取极限，便得µ(w) ----+ 0, 千是 oo 是可去奇点 ．

 

第二共枙空间与自反性 因为B*空间免的共辄空间兜＊

是一个B空间，所以我们还可以考虑兜＊ 的共辄空间，记作兜＊＊ ，
称为龙的第二共眽空间． 注意到'-Ix E究，可以定义

X(f) = (f, X〉 (VJ E龙＊）．

不难验证： X 还是免＊ 上的一个线性泛函，满足

IX(f)I�llfll·llxJI. 

(2.5.22) 
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从而X还是连续的，满足

IIXII� llxll. (2.5.23) 

称映射T: x �X为自然映射， (2.5.23) 式表明T是劣到劣＊＊

的连续嵌入． 注意到，若a,{3EC, x,yE龙，记X = Tx,Y = Ty, 
则有

T(ax + {3y)(f) = f(ax + {3y) 

＝叮(x) + /3/(y) = aX(f) + /3Y(f) 

= (ax+叙）(/) = (aTx + /3Ty)(f) (叮E龙
＊）．

因此 T 还是一个线性同构 又应用 Hahn-Banach 定理（定理

2.4.4), 叮 E 免＊，使得

llf 11 = 1, 且(f,x〉= llxll, 

便得到
曰= X(f)�IIX ll·11!11 = 11x11. (2.5.24) 

联合 (2.5.23) 式与 (2.5.24) 式便知T是等距的． 于是得到下面的

定理
定理2.5.7 矿空间龙与它的第二共辄空间兜＊＊ 的一个

子空间等距同构
注 有时，我们对x与X不加区别简单写成龙C劣＊＊ ．

定义2.5.8 如果兜到劣＊＊ 的自然映射T是满射的，则称
死是自反的记作兜＝宽＊＊ ．

由前面的具体函数空间的共辄空间的例子可见：当l<p<

oo时，空间L叮n, 勿，µ) 是自反的；但是当p = 1,oo时空间

炉 (n及切）不是自反的．

5.2 共辄算子

共辄算子概念是有穷维空间中转置矩阵概念的推广． 一个
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nxm 矩阵 A= (aii) 可以看成由贮m �ocn 的线性算子：

m 

(Ax)i =区的功 (Vx = (xi, X2, · · ·, Xm) E底m,i= 1,2, · · ·,n). 
j=l 

其转置矩阵定义为 mxn 矩阵 A* = (aii), 作为贮 --t ]Km 的线
性算子：

九

(A讥＝汇吟Yi （劝＝（四辟. . .'如） E ]K
n

, j = 1, 2, · · ·, m).
i=l 

怎样把这关系推广到一般的 B 空间？这要利用对偶关系事实上，

我们有关系式

这里

(y,A加 ＝

皇贮 a;;x;) 从 ＝ 沁巧Yi

心（汇 O;;Yi) x; = (A*y,x压，
j=l i=l 

n 

(y, 主＝区归
i=l 

(Vy= (YI, Y2, · · ·, Yn), Z = (z1, z2, · · ·, 石） E 贮），
m 

(w, 主＝区宁j
j=l 

(Vw = (w1, w2, · · ·, Wm),x = (x1心2,...'环） E lKm).

这启发我们通过共辄空间来定义共辄算子．
定义 2.5.9 (共枙算子）设劣，秽是B* 空间，算子TE

织宽，fY). 算子T* : fY*�!!l"*称为是T的共辄算子是指：

J(Tx) = (T* f)(x) (叮E矿，Vx E 究）．
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注 VT E Z(龙， t!Y),T* 是唯一存在的，并且属于 2(W*,

宽＊ ）．事实上，对叮E<fJI*' 令

g(x) = f (Tx) (Vx E 免），

它是线性的，并且有界：

lg(x)I�IIJll·IITII·llxll (Vx E 究）．

因此， gE 兜＊ ，对应 J�g 又是线性的，正是 T*. 按定义，

IIT* !II= 11911�IITII·llfll (VJ E W*). (2.5.25) 

因此， T* 皂织矿，兜*). (2.5.25) 式还蕴含

IIT*II�IITII . (2.5.26) 

因此， T* 的唯一性显然事实上还有如下定理
定理2.5.10 映射*= T 1-+ T* 是�(劣，CZJI') 到.:L'(tfJ/'*'%*)

内的等距同构．

证 (1) 证对应*= T 1-+ T* 是线性的

[(a1T1 十 a2'1勹2)*J](x) = /[(a1T1 十a2T2)x]

= n1/(T1x) + a2/(T2x) = [(a1Ti* + a2T;)J](x) 

(Vx E %, 叮E护，Va1 心 2EK). 

(2) 再证等距已有 (2.5.26) 式只要再证 I ITII � IIT*II- 对

妇E免，若Tx ;/ 0, 由推论 2.4.6, 必有/E t!J/*, 使得

f(Tx) = IITxll, 且 11111= 1. 

从而

IITxll = f (Tx) = (T* f)(x) 

�IIT* !II . llxll�IIT* II . llxll , 

且P礼J IITII�IIT* 11. ．
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同样地，对 T* 还可以再考察它的共扼算子 T** = (T*)* E 
夕（免**'�**). 注意到劣 c 劣**,�C�**, 并设它们的自然嵌
入映射分别为 U 和 V, 那么

(T**Ux, 介= (Ux,T*f〉

= (T*f,x〉= (J,Tx〉

= (VTx,f〉(VJ E矿，\:IxE免）．

从而有 T**Ux = VTx. 即 T** 是 T 在龙＊＊ 上的扩张于是有
定理 2.5.11 设劣，少是 B* 空间， T E 2(宽，�), 那么

T** E .!£(劣**'?Y**) 是 T 在宽＊＊ 上的延拓，并满足 IIT** II = IIT II­
例 2.5.12 设(fl,�切）是一个测度空间，又设 K(x,y) 是

nxn 上的二元平方可积函数

ff IK(x,y)因µ(x)dµ(y) < oo. 
nxn 

定义算子

T:u 一 (Tu)(x) = f nK(x, y)u(y)dµ(y) (Vu E炉(fl,µ)),

便有 TE�(L叮fl,µ)), 并且

(T*v)(x) = f nK(y, x)v(y)dµ(y) (Vv E L2(fl, µ)).

这是因为

f If 
2 

11Tull 2 = n nK(x, y)u(y)dµ(y)I dµ(x) 

:::; f n (J nlK(x, y)l2
dµ(y) f nlu(y)因µ(y)) dµ(x) 

冬 (ff IK(x,y)向µ(x)dµ(y) llull
2 (Vu E L2(fl, µ)),） nx n 
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其中 II·11表示£2(fl,µ) 上的范数，以及

(T飞，吩= (v,Tu〉

= J n (J nK(x, y)u(y)dµ(y)) v(x)dµ(x)

CD ff K(x, y)u(y)v(x)dµ(x)dµ(y)
nxn 

= f n (f nK(x, y)v(x)dµ(x)) u(y)dµ(y)

（江，vEL气il, µ)). 所以

(T*v)(y) = f K(x, y)v(x)dµ(x) (Vv E L2 (如办 • 
n 

注 理由＠是因为

ff IK(x, y)llu(y)ll v位） ldµ(x)dµ(y)

,;;; !l ull·llvll (Js IK(x, y)l 2 dµ(x)dµ(y))
½

< oo, 
xn 

所以可以应用Fubini定理
我们再来考察卷积算子和它的共辄算子．

例2.5.13设K(x) 是股上的 LI 函数，考察空间 LP(劂
(1勺飞oo) 上的卷积算子

(K寸）(x) 全厂 K(x - y)f(y)dy,
-oo 

并求其共辄首先证明 K* 是 L叩�)到自身的有界线性算子． 为
此我们需要如下引理

引理 2.5.14 (Young 不等式） 设/E LP顷） (1� p � oo),

KEL1 氓），则
IIK * flip �IIKlli·II/lip, (2.5.27) 

其中 II·li p表示LP(JR) 的范数 (l�p�oo).
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证 当 l<p<oo 时．由 Holder 不等式

lf�oo K(x — y)f(y)dyl 

<厂 IK(x -y) I令·IK(x - Y)I¼If (y)ldy -oo 

·161·

�(f�00IK(x — y)idy广 (f�00IK(x - Y)l·lf(y)jPdy) P 

厂�I厂�K(x - y)f (y)dy'
P 

dx 
E. 00 00 

�IIKlli f f IK(x - y)l·lf(y)j Pdydx -oo -oo 

= IIKlll . 11!11� · IIKll1-

由 Fubini 定理 (K * f)(x) a.e. 存在有限，而且 (2.5.27) 式成立

当 p=l 或 oo 时，不等式 (2.5.27) 是显然的 • 

现在我们来求知的共辄算子的表示若记和x) 全 K(-x),
则由 Fubini 定理有

厂（厂 K(x - y)f(y)dy) g(x)dx -oo 一

00

＝厂�f(y)(f�00 K(x - y)g(x)dx dy 

＝厂�(k * g)(y)f(y)dy.

) 

由此可见T全们的共辄算子为T* = K*. • 
注 以上考虑的共辄空间和共辄算子都是在实数域上的共辄．

若用复数域，则每个肛函数g对应着炉空间上的一个反连续线
性泛函

Fg (J) =几f•gdµ.

这时的复共扼算子为T* =农屯
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5.3 弱收敛及＊弱收敛

泛函分析主要研究无穷维空间的算子与泛函而有穷维Ba­

nach 空间与无穷维 Banach 空间的根本区别之一是：在有穷维空

间中，任意有界点列必有收敛子列但在无穷维空间中不具备这条
性质（见推论1.4.30). 为了使有些有穷维空间具备的性质能够过
渡到无穷维空间中去，我们引进弱收敛与＊弱收敛的概念．本节
定理 2.5.28 与定理 2.5.29 给出在弱收敛及＊弱收敛意义下，上述

基本性质在无穷维空间中的推广
定义2.5.15 设览是一个矿空间，｛环}c龙，XE 劣．称

{x九｝弱收敛到x, 记作x九 �x, 是指：对于叮E宽＊ 都有

九皿f(环） = f他）．

这时x称作点列｛环｝的弱极限
注1 为区别起见，今后我们称x汇_. X (按范数收敛）为{x叶

强收敛到x, 或x是{x叶的强极限
注2 若dim劣< oo, 则弱收敛与强收敛是等价的事实上，

设e1,e2, · · ·, em 是究的一组基，并设

环=�in)e1 +��n)迈十．．．十＄盓）em (n = 1, 2, · · ·) ,

X =�iO)el +� 瞿O)e2 +·.. + e熙ern .

取Ji E 穷*(i= 1,2, · · ·,m), 使得Ji (ej) = Oij (i, j = 1, 2, · · ·, m) 

（见习题2.4.7), 便有

队环）=��n) 与/i(x)=�;°) (i = 1, 2, · · ·, m). 

今若环�x, 则有lim f(环）=f位）（叮E免＊），从而也有
九-oo

lim fi(xn ) = fi(x) (i = 1, 2, · · ·, m),
九-oo

即
lirn e (n) (0) 

i = ei (i = 1, 2, · · ·, m). 
n-tOO 
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换句话说就是{xn}按其坐标收敛于x. 反过来，若｛吓｝按其坐
标收敛于x, 那么环-+x (n-+ oo) (见定理1.4.18), 由如下命题
便推出x九 �x (n -4 oo). 

命题 2.5.16 (1) 弱极限若存在必唯一. (2)强极限若存在必
是弱极限

证 (1) 若有环 一 x,x九
一 y (n-+oo), 由定义推得

f(x) = lim /(吓）= f(y) (VJ E兜＊）．
九-oo

利用推论2.4.6, 即得 X= y. 

(2) 若环--t x (n-+ oo), 则叮E了有

lf(xn ) - f(x)I�llfll·llx九- xii-+ 0 (n-+ oo),

即得 lim /(环） =! 位）．故x九 �x (n --too). • 
九-tOO

但反过来，当dim劣=00 时，弱极限存在却未必有强极限
例 2.5.17 在L叮0,1]中，设Xn =环(t)= sin n邧，则根据

Riemann-Lebesgue引理显然有

归动= f 1 /(t) sin n兀tdt-+0 (VJ E L2 [0, 1]), 
。

即 x九 �0 (n --too). 但llx九 II=1/迈，不可能有Xn -+ 0 (n -+ oo). 
这表明弱收敛确实与强收敛不同然而反过来，若环 一 x

(n--too), 我们却可以找到亿｝的凸组合序列使其强收敛到x.
定理 2.5.18 (Mazur)设龙是一个矿空间，Xn �xo (n一

oo), 则 Ve > 0, 已入i ;;::: O(i = 1, 2, · · ·, n), 汇入= 1, 使得
i=l 

lxo 一：x; I (e 
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证 设M垒co({x叶），则M是 究中的一个闭凸集倘若
罕M, 应用 Ascoli定理（推论2.4.17), 可E牙及aE腔，使得

从而

f(x) <a< f(xo) (Vx EM). 

f (xn) < a < f (xo) (Vn E N). 

这与 Xn __\. Xo (n-+ oo) 矛盾． ．

又既然劣＊ 也是一个B空间在兜＊ 上自然也有两种收敛

强收敛与弱收敛． 所谓弱收敛 f九
__\. f' 是指对 Vx** E劣＊＊ 都有

x**(儿） ---+ x** (!). 

有时候为了不涉及兜＊＊ 而是考察劣．
定义 2.5.19 设劣是B*空间，｛儿} C咒*,f E兜＊ ． 称

佑｝＊弱收敛到f, 记作w* -lim儿=!, 是指：对于 Vx E究，都
九-too

有lim儿 (x) = f(x). 这时j称作泛函序列｛儿｝的＊弱极限
九-oo

我们已指出过：劣可以连续地嵌入劣＊＊，或者说兜 C 免＊＊，
因此览＊ 上的弱收敛蕴含兜＊ 上的＊弱收敛，而且当龙是一个

自反空间时，＊弱收敛与弱收敛等价．
现在把Banach-Steinhaus定理（定理2.3.17) 应用到下列特殊

情形
定理2.5.20 设龙是一个B*空间，又设{x牡C究，X E

览，则为了 x九 �x (n---+oo), 必须且仅须

(1) llxn ll 有界；
(2) 对咒＊ 中的一个稠密子集 M* 上的一切j都有

皿总 f(xn) = f(x).

证 只需把 Xn 看成是劣＊ 上的有界线性泛函：

(xn ,f〉全 J(xn) (VJ E 免�*).

应用Banach-Steinhaus定理（定理2.3.17)即得结论． ． ．
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定理2.5.21 设龙是一个B空间又设｛儿 }c 免*, f 巳炉，

则为了w*—lim儿=f, 必须且仅须
n-cx:>

(1) llfnll有界；
(2) 对览中的 一个稠密子集 M 上的 一切x都有

lim fn(x ) = f(x). 
n-oo

证 本定理是Banach-Steinhaus定理（定理2.3.17)的特殊情

形．

类似于连续线性泛函序列，对于连续线性算子序列，｛兀} C

织究，?Y), 其中龙，少是B*空间，我们也考察各种收敛性． ．

定义2.5.22 设 !!£'?J/ 是B*空间又设Tn (n= 1, 2, · · ·), 
TE�(劣，�).

(1) 若II九- TII -+ 0, 则称T九
一致收敛于T, 记作T九 �T.

这时T称作｛九｝的一致极限
(2) 若 II (Tn - T)xll -+ 0(\/x E究），则称Tn 强收敛于T, 记作

T九 -+T. 这时T称作｛九｝的强极限

(3) 如果对千VxE劣，以及叮E?!/*都有

lim f(Tnx) = f(Tx), 
n--+oo 

则称T九 弱收敛于T, 记作Tn �T. 这时T称作｛九｝的弱极限
显然，一致收敛一强收敛一弱收敛，而且每种极限若存在

必是唯一的．但反过来一般不对
例2.5.23 (强收敛而不一致收敛） 在空间z2 上考察左推移

算子

T: X = (五X2, · · · , X九
,···)� 匹= (x2, X3, • · ·, X 九） ...). 

令T九全T九，便有

Tnx = (x九十1,X九十2,···) (Vx=(x1, X2,···, Xn,···)El叮
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下面我们证明： T九�0, 但Tn *O (n�oo). 事实上，若取

en = (0, 0, · · ·, 0, 1, 0, · · ·) , 
九

那么T芯n+l = e1, 并且 llenll = l(Vn E N). 因此

IITnll�IITn(en+i)II = 1, 

从而 T九 *o. 但是对妇= (x1 心2,...'X九）· • ·) E l2 有

IITnxll = (�lxn+il 2)
合

----> 0 (n ---+ oo) , 

即 Tn--+ 0. • 
例 2.5.24 {弱收敛而不强收敛） 在空间户上考察右推移算

子

8 : X = (X1, X2, · · ·, Xn, ·'·) 1---t 岛= (0, 红功， ．．． ，气... ).

令 Sn全 沪，便有

Snx = (0,0,···,O,x1,x2,···) (Vx El吓、一一-v------1

显然，IISnxll = llxll(Vx E l2 ), 从而 S九 一 o. 但是对于叮＝

(y1, Y2, · · ·, Yn, · · ·) E (l叶= z2, 我们有

1(/, s产＝芒Yi+nXi
i=l 

00 ½

乓停扣nl2) llxll 一 0 (n->oo),

即 S九 �o(n�oo). •
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5.4 弱列紧性与 ＊ 弱列紧性

引进弱收敛及 ＊ 弱收敛的目的之一是可以从有界性导出某种
紧性．如称集A是弱列紧的，是指A中的任意点列有一个弱收敛
子列又如称A是 ＊ 弱列紧的是指A中的任意点列有一个 ＊ 弱
收敛的子列

下面一个定理是非常容易看出来的
定理2.5.25 设龙是可分的B*空间，那么宽＊ 上的任意

有界列｛儿｝必有 ＊ 弱收敛的子列．
证 因为宽可分，所以览有可数的稠密子集{xm}. 因为

｛儿｝有界，所以对每一个固定的m, 数集

｛优，x心ln,mEN} 

是有界的用对角线法则可以抽出子列{f九k }芦1 , 使得对VmEN,

｛（儿，x吩｝贮

是收敛数列．再由｛压｝在勿中稠密，以及｛儿｝有界，可见对于
\;/x E龙，

{ (! 如吩｝已

是收敛数列记F(x) 全 lim (/压，x〉. 易见F是线性的，并且
k-oo 

IF(x)I�sup llfnll·llxll (\:Ix E龙）．

从而有fE宽＊，使得

(f,x〉= F(x) = lim (J九k'X〉(\:/xE !Z°). 
k-.oo 

即得w* - lim坏= f. • 
k-oo 

为了避免可分性，我们利用空间的自反性假设导出 ＊ 弱列紧

性（此时＊弱列紧与弱列紧是等价的）．先证下面的定理．
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定理2.5.26 (Banach)设究是B*空间．若 劣的共扼空
间兜＊ 是可分的，则劣本身必是可分的．

证 (1)考察劣＊ 的单位球面 st 垒{f E宽*lll!ll=l}. 我
们指出： Si是可分的事实上，由劣＊ 可分，:3{儿} C 兜＊，使得
叮ESi,3{n叶总1 , 使得

lim f九 k = f. 
k--too 

今令 gn全 儿/llfnll (不妨设儿f:. 0)' 便有

llf-g九kll�II!- f九kll + II! 九k-g九kII 

= Ill -f九k11 + 11 - II! 九klll-tO (k-too). 

由此可见 Si 有可数的稠密子集 {g叶
(2) 对于每个 g九，因为ll9nll= 1, 所以可以选取XnE宽，使

得
1 

llx九 II= 1, 并且 g九(xn)�2.

记疡 全 span{x叶，它显然是可分的 (x九 的有理系数的线性组合
在疡中稠密）．

(3) 证明坏＝劣． 倘若不然，存在xo E 龙＼坏，不妨设

llxoll = 1, 利用定理2.4.7, 3/o E劣＊，使得II Ji叶= 1, 从而Jo E 

Si' 并且几 (x) = 0(\:/x E疡）．

对此f。我们有

Ilg九 - foll = sup lgn(x) -儿(x)I
llxll=l 

�lg九(xn) - fo(x九)|

= l9n(Xn)I�1/2. 

这与如｝在Si中稠密相矛盾，即得劣＝坏．从而穷是可分

的． ．
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定理 2.5.27 (Pettis) 自反空间龙的闭子空间沉必是自

反空间
证 要证：若zoE卑尸，则必z0E坏；也就是要证： :3x E坏，

使得

(zo, 沁=(Jo, 吩（叮oE!le。n. c2.s.2s)

今对叮E兜＊，考察j在坏上的限制Tf = f o E .:t"o*· 因为

llfoll�11111, 

所以TE�(觉*'j寄）． 于是z 全 T*zoE宽＊＊，又宠自反，因此

:3x E !£, 使得

(z,f) = (f,x〉（叮E兜*). (2.5.29) 

今证此XE疡．倘若不然，由定理2.4.7卫/E觉＊，使得

f (.:t"o) = 0, 且(!,动=1, 

从而Tf=0. 但这导出矛盾：

O=(zo,Tf〉=(T*zo, f〉=(z,f〉=(f,x〉=1. 

这就证明了3x E 疡，使得 (2.5.29) 式成立． 现在要证此x还适
合 (2.5.28) 式事实上，Vfo E %c。＊，由 Hahn-Banach 定理（定理

2.4.4), 存在fE炉，使得几=Tf. 从而我们有

仁O, Ji妢=(zo,Tf) = (z,f〉,

以及
(Jo, 吩=(! 心 (Vx E 疡）．

由此可见，适合 (2.5.29) 式的x必适合 (2.5.28) 式． ．

定理 2.5.28 (Eberlein-Smulian) 自反空间的单位（闭）球

是弱（自）列紧的．
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证 (1) 我们先证：自反空间究中的任何有界点列｛吓｝必
有一个在无中弱收敛的子列令

坏全span{x叶

根据定理2.5.27,因为兜自反，所以环也是自反的．又显然疡
是可分的，这表明（坏丁是可分的再由定理2.5.26己环也是可
分的若记｛如｝为疡＊＊ 中的元素，它适合

(g九 ，介= (!, 环）（叮E疡n, (2.5.30) 

则{!!Bn ll}有界．设 Mo 是况＊ 中的可数稠密子集，用对角线法
则，在如｝中可以抽出一子列{g九k}及3gE %°o* *, 使得

k吧思 (g庄 ，介= (g, 介 （叮E Afi訧 (2.5.31) 

再依定理2.5.21, (2.5.31)式蕴含

i皿 \9nk, f) = (g, 价（叮E 窝）. (2.5.32) 

还由坏的自反性，:3xo E %o适合

(g, 介= (f,xo〉(VJ E 驾）. (2.5.33) 

联合(2.5.30)式(2.5.32)式与(2.5.33)式便得到

把卢心心 = �吧 (g九k'f)

= (! 心o) (叮E 窝） . (2.5.34) 

进一步对寸E !£*, 记f 全 Tf 为 f 在耽上的限制．因为
{x九k} C坏及Xo E坏，依(2.5.34)式便有

把�(J,xnk〉 = }!! 恩(f,x心

= (/, xo) = (/, xo) (Vf E免了 ＊），
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即得x九k ___., X。 ． 于是劣中的任意有界集是弱列紧集，特别是单
位球是弱列紧的． 同样，单位闭球也是弱列紧的．

(2) 证明单位闭球是弱自列紧的．设x九k ___., Xo, 并且 llx虹 长 1.
由推论2.4.6, :3f E觉＊ 适合

因此我们有

J(xo) = llxoll, 且 11111 = 1. 

llxoll = f (xo) = lim J(x九k)�11111 sup llx九kll�1,k-+oo 眕1

即 Xo 也在单位闭球内，从而单位闭球是弱自列紧的． ．

定理2.5.29 (Alaoglu)设度是B*空间，则览＊ 中的单

位闭球是＊弱紧的．
＊弱紧的定义及证明请参看下册第五章
应用 LP[O, 2兀)(1 <p < oo) 函数的Fourier级数的刻画

设fEL叮0,2兀］，我们称
1 2兀

伍全三f f位） e 一 inxdx (n = 0, 士1, 土2, ...) 
2兀 O

为J的Fourier系数，并称级数

产
岱

inx
n=-oo 

(2.5.35) 

为j的Fourier级数当 f E L2 [0, 2兀］时，级数(2.5.35)在
炉[O,2兀］空间上收敛（见例1.6.26). 一般来说对于 L叮0, 2兀］中的
f, 级数(2.5.35)未必收敛．通常我们考察下列Cesaro部分和（算术
平均和）：

1 

叫J)(x) = -区趴J)(x)
n+l k=O

=J:: 
九

Ck (1 -五）产， (2.5.36)
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其中 Sn(f)(x) 全区祒ikx . 通过初等计算，有
k= 一九

吓(f)(x) = J: 兀f(y)Kn(X - y)dy, 

其中

k九位）＼归一五）产

＝加 (:+l) (
sin

'. 二；l)�r,

称其为 Fejer 核利用 Kn 的非负性，以及

九

广氐(x)dx =卢区 (1- 主）广产dx = 1,
k=-n 

按 Young 不等式（引理 2.5.14), 对叮E肛 [O, 2兀](l�p<oo), 有

llo-n(f)IILv �llfllLv . 

由此可见，若/E庄，则其 Cesaro 部分和的肛范数是一致有界
的 ·

现在我们要证明反过来的结论．
定理 2.5.30 若 1 < p�oo, 又若级数 (2.5.35) 的 Cesaro 部

分和级数 (2.5.36) 的肛范数是一致有界的，即

sup llo-nl归<oo, 
九;;;::1

(2.5.37) 

那么必存在 f EV[0,2兀］，使得CJn 是 j 的 Fourier 级数的 Cesaro

部分和
1 1 

证 注意到炉 [O, 2叫= Lq[O, 2兀）*,-+-=L 而 Lq [O,2兀］是
p q 
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可分的由条件 (2.5.37) 式应用定理 2.5.25, 可见存在 f E LP[O, 2兀］

及子列{n叶，使得

w* - lim 环(x) = f(x) (在 LP[O, 2兀］中）．
k-oo 

因为 eimx E Lq [O, 2兀](m = 0, 士1, 土2, ...), 所以

1 加 1 2兀

云f。 J(x)e一im飞= k
l�1! 立。环 (x)e一imxdx

1-
1ml 

=

k皿 （ 玑 + 1) Cm = 陑

即得 O'n(x) 是 J 的 Fourier 级数的 Cesaro 部分和 O'n(f)(x). • 

5.5* 弱收敛的例子

在变分学和微分方程研究中通常需要刻画方程解（或者逼近
解）的弱收敛行为常见的弱收敛而不强收敛的例子有下列三种
类型振荡 (oscillation) 、平移 (translation) 、集中 (concentration).
下面我们通过具体例子来介绍这三种现象

例 2.5.31 (振荡） (1) 令 u忒x)=sinn兀x, 由阳emann-Lebesgue
引理，当n 一 OO,Un 在 £2 (0, 1]中弱收敛但不强收敛千 0.

(2)锯齿型函数序列：

Un(x) = {二：干: f�4勹
容易证明， {un} 在 H1 ,2 (0, 1)中弱收敛但不强收敛于 0, 造成

这种现象的主要原因是函数列 {un} 在区间 (0,1) 中的剧烈振荡．

在变分学中，它经常作为某个泛函的不收敛的极小化子列出现复
如图 2.5.1 所示

©见张恭庆所著《变分学讲义》（高等教育出版社 2011) 中的例 13.3.
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u 

l-
5

un(t) 

OI I 1 
＿ ＿

2n n 
1 t 

图 2.5.1 锯齿形极小化序列匹

序列｛四｝不仅自身有界，而且其逐段导数也是有界的．
例2.5.32 (平移） 设/EL叩i)\{O}, 1 < p < oo, 令

f九 (x) = J(x + n), x E 股，n = I, 2, · · ·,

则j九 �o, 但llfn ll = IIJII, 即儿弱收敛但不强收敛于 0.
1 1 

证应证对任意g E (LP氓））* = Lq 偉），- + - = 1, 有
p q 

L儿(x)g(x)dx = l
氏

如+ n)g(x)dx-> 0, n----> oo. (2.5.38)

因 C铲 氓）在 Lq顷）中稠密，由Banach-Steinhaus 定理（定理2.3.17),

只需证 (2.5.28) 式对 'vg E Ci衍偉）成立即可．由变量代换，

L如+ n)g(x)dx = j f(x)g(x - n)dx. 
JR 

为证(2.5.38)式先设f E Co氓）．令吓(x) = f位）g(x - n), 

由g E Ci铲顷）得存在常数 C9 > 0, 使得

l'P九 (x)I�Cglf位） I, XE 厌，
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且吓(x)�0, a.e., n�oo. 应用 Lebesgue 控制收敛定理

旱 L 儿 (x)g(x)dx = J聪j f(x + n)g(x)dx

=』上屯1 f(x)g(x - n)dx = 0,

(2.5.39) 

即 (2.5.38) 式成立

则有

对一般 f, Ve> 0, 取 fe E C'. 铲顷），使

c 

11 f - f g II LP < ('\/I I�11 ' 'I \ , 

IL儿(x)g(x)dxl = IL f(x)g(x - n)dx\

.;; II! - !,Ii£• ·IIYIIL• 十 IL f.(x)g(x - n)dx\

,;; �+ \l氏 儿(x)g(x - n)dxl. (2.5.40) 

结合 (2.5.39) 式和 (2.5.40) 式存在 N, 当 n�N 时，

IL儿(x)g(x)dx\ < c,

即 (2.5.38) 式成立 • 

例2.5.33 (集中）考虑由平面上定义的函数空间砑＇，它由

旋转不变函数 f(x, y) = u(r) 组成，其中 (x,y) 为平面的直角坐标，

r= 尸, U E£2 
4rdr (配），其导函数 u'E L;dr(配），它的范

(i+r平

数平方为

II叩= s:1u(r)l
2 

(1 :� 产）2 + s: 园(r)l
2rdr
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给定参数入> 0, 函数似(r) = 

-1+灶产 2 汰
趴(r) = 1+灶产 ＇

千究．事实上，

I少入 (r)l2
+ I劝入(r)l2= 1,

从而

厂 (I办(r)l2
+ l'l/;.>.(r)l2 ) 

4rdr 
(1 + r叩

=2.
。

又

从而 厂
。

4入2r（怂）r = 

(1 +入罕）沪

（劝炒）r = 
2入(1-入罕）
(1 +入2r叩 ＇

(1(¢ 久）rl2 
+ I(劝久）rl勺rdr= 2.

1+ 入2r2 都属

因此，任意一个趋于无穷的序列入j --t oo, (如j ' 劝入j ) 必有弱
收敛子列，但中入3

不强收敛因为除了r=O外，当入一oo时，

（心，购）逐点收敛到常值函数 (1, 0).

这个例子在几何上反映了这样一个重要事实： 一族能量有界

的调和映射，能量可以集中到一点

习 题

1 1
2.5.1 求证： (l吓=1• (1�p < oo, p + 

Q
= 1}

2.5.2 设 C是收敛数列的全体，赋以范数

II·II: {ek} EC�sup !{kl,
k�l 

求证： C* = l 1.
2.5.3设C。是以0为极限的数列全体，赋以范数

II . II : {�k} E C 巳 sup l�kl,
k�l 
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求证： Co= z1 .

2.5.4求证：有限维B*空间必是自反的 ．

2.5.5 求证： B空间是自反的，当且仅当它的共辄空间是自
反的

2.5.6设究 是B*空间，T是从览到宽＊＊ 的 自然映射，求

证： R(T)是闭的充要条件是觉是完备的
2.5.7在 z1 中定义算子

T: (x1,X2, ... ,Xn,····)�(O,x1,X2, ... ,x九，.. .),

求证： TE 2(Z1)并求T*.
2.5.8在户中定义算子

T: (x1,X2, · · ·,Xn, · · ·) H (x1, 享，．．．，气， ．．．），

求证TE乡炉） 并求T*.

2.5.9设H是Hilbert空间，AE夕(H)并满足

(Ax, y) = (x, Ay) (\/x, y EH), 

求证 (1) A*= A; 
(2) 若R(A)在H 中稠密，则方程 Ax=y对\/yE R(A)存

在唯一解
2.5.10设究，少是B*空间，AE夕（劣仅），又设A-1存在

且A-1E .Z(?Y, 克），求证：

(1) (A*)-1存在，且(A*)-1E织牙，矿）；

(2) (A*尸= (A-1)*.
2.5 .11设 劣，t/Y, 穷是B* 空间，而B E .!i'(龙，t/Y) 以及

A E.!i'(W, 穷），求证： (AB)*= B* A*. 
2.5.12设宽，吵是B空间，T是咒到钞的线性算子，又

设对Vg启矿，g(Tx)是劣上的有界线性泛函求证：T是连续的．
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证：

2.5.13 设{x九} C C[a, b], x E C[a, b] 且 x九
一 x (n--* oo), 求

业总环(t) = x(t) (Vt E [a, b]) (点点收敛）．

2.5.14 已知在B*空间中 Xn �xo (n ---too), 求证：

皿llxn ll�llxoll-
九-+OO

2.5.15 设H是 Hilbert 空间， {en} 是H的正交规范基，求
证在 H中Xn �xo (n---+ oo) 的充要条件是

(1) llxn ll 有界；

(2) (xn , ek)---+ (xo, ek)(n---+ oo)(k = 1, 2, · · ·).
2.5.16 设Sn 是L叩R)(l�p<oo)到自身的算子：

(Snu)(x) = { u
(x), lxl ,;;; n,

0, 团>n,

其中uEL叩R)是任意的，求证：｛品｝强收敛于恒同算子I, 但不

一致收敛到 I.
2.5.17 设H是 Hilbert空间在H 中 Xn �Xo (h ---+ 00), 而

且 Yn ---+ Yo (h ----+ 00) , 求证： (xn,Yn)� 位o, Yo) (n ---+ oo) . 
2.5.18 设{e社是 Hilbert空间H中的正交规范集，求证在

H 中 e九
一 0 (n---+oo), 但en 书 0 (n---+ oo). 

2.5.19 设H是 Hilbert空间，求证：在H中 Xn---+ x(n ---+ oo) 
的充要条件是

(1) llx九 II ---+ llxll (n---+ oo);
(2) Xn

一 x (n----+oo). 
2.5.20 求证：在自反的B空间中，集合的弱列紧性与有界性

是等价的．

2.5.21 求证： B*空间中的闭凸集是弱闭的，即若M是闭凸

集，匕} CM, 且环 �xo (n---+ oo), 则 xo EM. 
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2.5.22设览是自反的B空间M是劣中的有界闭凸集，
叮E矿，求证： J 在M上达到最大值和最小值．

2.5.23设觉是自反的B空间M是览中的非空闭凸集，

求证：如EM, 使得肛oll = inf {llxll Ix EM}.

§6 线性算子的谱

线性代数用较大篇幅研究矩阵的特征值在微分方程和积分
方程理论中也着重讨论了特征值问题．这种研究有两方面的重要
性：

(1) 直接来自物理学与工程的需要．例如求振动的频率、判定
系统的稳定性等都涉及相应算子的特征值或特征值的分布．在量
子力学里，能蜇算符是炉空间上的一个自伴算子，其特征值对应
着该系统束缚态的能级特别地光谱就是某个算子的特征值的
分布

(2) 通过特征值或者更一般的谱的研究来了解算子本身的结
构，从而用以刻画相应方程的解的构造例如，通过矩阵的特征值，
我们可以刻画这个矩阵的不变子空间，写出它的标准形，并且彻底

弄清楚相应齐次或非齐次方程解的结构．

6.1 定义与例

现在我们在维数 �1 的复 Banach 空间宠上，考察闭线性算

子 A: D(A) c劣一览．仿照矩阵，入EC称为是 A 的特征值，是
指 :3xo E D (A)\ { 0}, 适合

Axo =入Xo,

并称相应的x。为对应于入的特征元．
从线性代数知道，当dim 宽 <oo时，V入EC只有两种可能

性：
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(1)入是特征值

(2) (.-\I -A)-1 作为矩阵存在，即 (AI -A)-1 E夕（劣）．
定义2.6.1 设龙是B空间，A: D(A) c劣一龙是闭线

性算子，称集合

p(A) 兰兰 {〉\ E Cj(入I-A)-1 E。�(劣）｝

为 A 的预解集，p(A) 中的入称为 A 的正则值

由定义2.6.1, 在dim兜 <ex> 的情形下，V入EC, 它或是A的

特征值，或是正则值，二者必居其一．

但当dim兜=00时情况就复杂多了．从逻辑上分，有如下

几种情形：

(1) (Al - A)-1 不存在这相当于入是特征值

(2) (.-\I -A)气存在，且值域 R(.-\I-A) 全 (-\I-A)D(A) =厉

这相当于入是正则值 (Banach 逆算子定理（定理 2.3.8)).

(3) (Al -A)-1 存在，R(AI-A)=/= 劣，但 R(AI-A)=劣．对
于这部分入，我们称其为A的连续谱

(4) (-\I -A)-1 存在，且 R(AI - A)=/= 劣，这部分入称为 A 的
剩余谱

记 o-(A) 垒 C\p(A), 并称 u(A) 为 A 的谱集. u(A) 中的点称

为 A 的谱点对应于情形 (1) 中的那部分入的集合，记作吁(A),
称为 A 的点谱 A 的连续谱记作 o-c(A), A 的剩余谱记作 (Jr(A).
因此有

o-(A) = 0-p (A) U 0-c (A) U Ur(A). 

以下举例说明，当dim兜=00时，上述各种类型的谱都可能

出现
d2 

例2.6.2 设宽=L芞0, 1], 考虑算子 A: u(t)�-而2u(t).

为了得到闭算子，我们需要明确其定义域．对于UE究，有Fourier
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其中

现在定义
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00 

u(t) =区 Une 2兀i九t

n=-oo 

Un = f u(t)e-2兀切tdt (n E Z).。
00 

(Au)(t) =区（加n)飞e江int,
n=-oo 

d2 
容易看出 C叮0,1] 时， (Au)(t) =, uE -— 

dt2 u(t). 令

D(A) = {u E 矿AuE览｝，

则 A: D(A) 一龙是闭线性算子且

（丁(A) = ap(A) = { (2n兀）2ln=0,1,2,···}.

证 一方面，我们有

·181·

－盖{;�:2n兀t}= (2n兀）2{勹:2n�t} (n=0,1,2,···),

所以 (2n奇Eap(A), n = 0, 1, 2, · · ·.
另一方面，当丘 (2n叶时， VJEL叮0, 1], 方程

有唯一解

｀一入） u(t) = f(t)

u(t) =区 g 加int
(2n吓－入

e 
n=-oo 

其中

C,,, = f >(t)e-2mntdt (n E Z).
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不难验证 uE D(A), 并且

其中

oo 
ICn l2 

oo 
II咐＝区 �Mf 区 IC忑=Mfllf!I气l(2n兀）2_ 平n=-oo n=-oo 

M入 = sup < oo. • 
nEZ l(2n兀）2_ 入叮

例 2.6.3设劣= C[O, 1), A: u(t) i-+ t·u(t). 这是一个有界

线性算子，并且
a(A) = ar(A) = [O, 1). 

证 V入百[O, 1], 乘法算子（入-t)-1是有界线性算子，满足

1 1 

II言
x(t)II�

t
骂卢订 llx ll-

而V入E [O, 1], 方程
队-t)u(t) = 0 

只有 0 解： u(t) 三 O(Vt E [0,1]), 并且为了v E R(,,\J - A) 必须

v(入） =0, 从而 1百R(--\I-A). 这就证明了：

[O, 1] c ar(A) C a(A) C [O, l], 

即得结论． ．

例 2.6.4设劣＝炉[O, 1], A : u(t)�tu(t), 则 A 是有界线

性算子，并且
a(A) = ac(A) = [O, 1). 

证 和例 2.6.3 类似仅有的差别在于对 R(--\I-A) 的刻画

现在，因为 L叮0, 1] 与 C[O,l] 的拓扑不同从而闭包是不同的事

实上，一方面仍有 lER(--\J - A), 这是因为（入-t)-屯炉[O, 1]; 另一

方面，注意到 R(--\I - A) 中的函数在 t= 入的任一个小邻域外可

以是任意的 L叮0, 1] 函数．从而R(-XI -A)= L旰0, 1). • 
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6.2 Gelfand定理

现在我们来研究谱集 a(A). 当 dim 劣< 00 时，我们知道

a(A) # 0. 这是因为矩阵的特征值就是特征多项式

<let(入I-A)= 0 

的根，利用代数基本定理特征值总是存在的．但是这个方法不能

直接推广到无穷维空间． 我们只好退一步看，多项式根的存在性
可以用解析函数的 Liouville 定理得证． 现在我们也将设法利用解

析性．

定义 2.6.5 算子值函数 R入(A) : p(A)�.Z(究）定义为

入 I-+ (.,\1�A)-1 (V入 E p(A)), 

称为A的预解式

我们要想证明：

(1) p(A) 是开集

(2) R入(A) 是 p(A) 内的算子值解析函数（定义见习题 2.4.17).

为证 (1), 需要下面的引理

引理 2.6.6 设 TE!£(兜），IITII < 1, 则 (I -T)-1 E 夕（龙），

并且

II (J - T)-111� (2.6.1) 
1-IITII'

证 这是压缩映射原理（定理 1.1.12) 的推论．事实上， ll(J-

T)-111�M 今 VyE�, ::!Ix E 变，使得 x 是 S亘�y+Tx 的不

动点，并且 llxll�MIIYII- 如今

IISx - Sx'II = IITx -Tx'II�IITll·llx - x'II 

(Vx, x'E 劣），

即 S 是压缩映射．从而有唯一 x = Sx = y+Tx, 并且

llxll� 
IIYII

1- IITII'
．
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注 事实上，我们有
00 

x = lim sny = LTky, (2.6.2) 
九-oo

k=O 

即当IITII < 1时，
00 

(I -T)-1 =艾 Tk . (2.6.3) 
k=O 

00 

称 LTk 为 Neuman 级数本引理亦可直接通过 (2.6.2)式与
k=O 

(2.6.3) 式来验证

推论2.6. "f 设 A是闭线性算子，则p(A)是开集
证 设灿E p(A), 则

入I-A= (入 一 拘）l+伈ol-A)

=(入。I -A)[I + (入一入o)(入。I- A)-1]. 

当队－入ol < 11(,,\oJ-A)飞尸时，

从而

B全[I+ (入一入o)(入。I- A)-1)-1 E。�(免）．

（入I -A)-1 = BR入0 (A)E 夕(�), (2.6.4) 

即得入E p(A). • 

以下考虑对 R入 (A)求导．
引理2.6.8 {第一预解公式） 设入 µE p(A), 则有

R入 (A) - Rµ, (A) = (µ-入） R入 (A)Rµ.(A). (2.6.5) 

证 直接计算，

（入I-A)-1 = (入I-A)-1(µ1 - A)(µI -A)-1 

=(入I-A)-1[(µ 一入）I+入I - A](µI -A)-1 

= (µ-入）（入I-A)-1(µ1—A)-1 + (µI -A)-1. • 
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定理 2.6.9 预解式 R入 (A) 在 p(A) 内是算子值解析函数．

证 (1) 先证 R入 (A) 连续设如 E p(A), 由 (2.6.4) 式及 (2.6.1)
式我们有

II几 (A)II�IIR入。 (A)ll·ll[I+(入 一 如）凡。 (A)]-111

(211 凡。 (A)II (只要从－入ol < 
1 

211凡。 (A)II)-
再按第一预解公式（引理 2.6.8), 便得

IIR入 (A)-R入。 (A)II� 从 － 入叭·IIR入 (A)ll·111众。 (A)II
�2IIR入o (A)ll2 队—入ol ----t O (入一入o).

(2) 再证可微性 ． 又应用第一预解公式（引理 2.6.8),

lim R入 (A)-R入。 (A)
入 — 入。 =- lim R〉l (A)·R〉10(A)= -(R〉IQ (A))2 .• 

入一》入o 入一，入o

现在来证谱点的存在性定理
定理2.6.10 设A是有界线性算子，则u(A) 于 0.

证 用反证法倘若 p(A)= <C, 那么 R入 (A) 在C上解析，并

且由 (2.6.3)式当囚> IIAII 时，有
00 

1 
R入 (A)=区严炉，

n=O 

(2.6.6) 

以及

II凡 (A)II�
1 

囚-IIAII' 
(2.6.7) 

因此， II凡 (A)II 在复平面上是有界的．
为了导出矛盾，对叮 E 夕（龙）＊，考察（数值）解析函数

UJ(入）全= f(R入(A)).

因为它在全平面是有界的解析函数，按 Liouville 定理， Uf 队）是仅
依赖于 J 的常值函数（与入无关）．再由推论 2.4.5, R入 (A)是与入
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无关的常值算子．依第一预解公式（引理 2.6.8), 这显然是不可能
的 ·

以下估计谱集的范围
利用等式 (2.6.6) 以及估计式 (2.6.7), 可见 a(A) 包含在闭球

积o, IIAII) 内．再联合推论 2.6.7 与定理 2.6.10 可见 a(A) 是一个非
空紧集

定义 2.6.11 设 A E .:L'( 究），称数

ru (A) 垒 sup{j〉,I I 入 E a(A)}

为A的谱半径
由定义 2.6.11, 显然有 ru (A)�IIAII• 我们想得到更精确的估

计式． 利用等式 (2.6.6) 以及 Cauchy-Hadamard 收敛半径公式可

见，当

囚 ＞ 九三IAn ll士

时，R入 (A) E夕(�). 由此可见

ru(A)� 酝IIAn ll¼ ·
n-oo 

(2.6.8) 

我们将指出 (2.6.8) 式是 ru (A) 的最佳估计．记 a 全 ru (A), 我
们将证：

酝 An ll 士�a.II 
九-+00

(2.6.9) 

为此任取 f E .!f'(龙） ＊，做复函数

Uj(入）全 f(R入 (A)).

显然 Uj 伈）在囚 >a 解析．又因为叮扒）有 Laurent 展开式

00 

U瓜） ＝ 区
1 

· 一·一·

入n+l f(A吓
n=O 
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利用解析函数 Laurent 展开式与收敛半径的关系，可见 Ve> 0, 

豆 I�'�乒+1 lf(An)I < 00.

n=O 

从而

If Ca /c�n+l) I (叮 E2'(免）＊）

有界．应用共鸣定理（定理 2.3.16), 有常数 M>O, 使得

1 

— JJA
n

JJ�M. 

从而
，一一

lim An ll士�a+£.
n-oo 

II 

再由c>O 的任意性，即得(2.6.9) 式．联合 (2.6.8) 式与 (2.6.9) 式

得

rcr(A) 
．一 ，一·

= lim A叮片
n-一-too

II (2.6.10) 

进一步问， (2.6.10) 式中的上极限符号咐而能否用极限符号

"lim" 代替呢？是可以的事实上，对于 V入E <C, 我们有

入n J-An =(入I -A)P-入 (A)= p入(A)(入I -A), 

其中

凡(A)= 区入J一 IA九一i.
j=l 

于是从炉 E p(A九）可推出入 E p(A). 这表明， V入 E (J(A) 蕴含

炉 E (J(A九 ）．从而有

|入勹�IIAn ll, 即得从,�1匣 IIAn ll令·

因此

ra(A)�fun IIAn ll士· (2.6.11) 
n-oo 
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联合 (2.6.10) 式与 (2.6.11)式便知lim IIA叫片存在，且等于ru (A).n-+oo 

总结起来，有下面的定理
定理 2.6.12 (Gelfand) 设穷是 B 空间，A E !£(龙），那么

ro- (A) = lim IIAn ll士·
n-+oo 

注 定理 2.6.10 与定理 2.6.12 的结论可以推广到 一般的
Banach 代数上去，参看本书下册第五章

6.3 例子

最后我们考察几个算子的谱集
例 2.6.13 在空间户上，考察右推移算子

A: x = (x1,x2,···,x九，...) 1---+ (0, 气功，...'Xn,... ). 

我们将证：

吓(A)= 0,

o-r(A) = {〉\E Cl I〉,1 < 1 },

ac (A) = {〉\E Cl I〉,1 = l}.

证 因为IIAII = 1, 由Gelfand定理（定理 2.6.12),

a(A) C {入ECII入I�i}.

容易验证其共辄算子是

A*: l2
一 z2

A*x = (红知. . . '丘+1,...), 

则对入EC, 下列等式成立：

（（入I - A)x, y) = (x, (°XI - A*)y) (Vx, y E Z2 ). 
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由此即得

y E R(AI - A)
..L 

= R(AI - A)l. 
¢=今 (1仁 A*)y= 0, 

即
R(Al -A)

上

= N(XJ -A*). 

(1) o-p (A) =少

设 (.XI - A)x = 0, 则泣n
= X九一1,n�2, 入X1 = 0, 于是

入 f= 0 =今 X= 0, 

入 =0=今 X = 0, 

即 (AI -A)-1总存在故 (1) 得证．
(2) ar (A) = {入 ECII入l<l},ac(A)={入 ECII〉,1= 1}.
由前面讨论，需证

囚<1, R(.\I - A)
上

= N(°XI - A*)=/= {O},

I入I= 1, R(入I - A)1-= N(°XI - A*)= {0}. 

为此先求解 ("XI -A*)芷= 0, 即

入立i = X九十 1, n = 1, 2, · · ·

Xn+l = Ax1, n = 1,2,·...

从而，当囚 <1 时，

N(°XJ - A*) = { c(l, °X, °X气．．．，欢， ···)le EC}, 
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即 N(�I - A*) -/= {O}, R(>.I - A) 在户中不稠密，入 E crr(A), 所以

｛入 E <ell入I< 1} C er,,、 (A), cr(A) =二｛入 ECII入I�1}.
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-n 当囚= 1时， x = x1(l, X, · · ·, 入，.. ·) -I 0 今 X百l2. 因为
I劝 =I劝= 1 -A 0, n�oo, 从而 N(XI-A*)= {O}, 即 R(XI-A) 
在z2 中稠密 ． 因为入E a(A), 所以入E ac (A). 

综合(1), (2), 结论得证． ．

例 2.6.14 设（览，（．，．））是 Hilbert 空间，AE乡（龙）称为对
称算子，若A*=A, 即

(Ax, y) = (x, Ay) (\/x, y E龙）. (2.6.12) 

若A是对称算子，则cr(A) c厌，且crr (A) =心
证 由 (2.6.12) 式易知 (Ax,x)E股，欢E龙．设入=a+ ib, b =I= 0. 

我们要证： Al-A存在有界逆因

II (入I -A)xll2 = ll(al -A)xll2 
+ b2 llxll2 , (2.6.13) 

所以N(>.I - A)= {O}, 即 Al-A为单射
再证 ).J - A是满射，即R().J - A) =劣． 若其成立，则由

Banach逆算子定理（定理2.3.8), Al -A有有界逆即入荔(A). 为
此先证： R().J -A)是闭的．设如E劣，且

闪-A)xn = y九 ----+ y (n ----+ oo) . 

由 (2.6.13) 式得

II (入I-A)(xn -Xm)ll2 �b2 llxn - Xm ll2 , 

即巳｝是变中的Cauch� 列，可设x九 ----+ X, n ----+ 00. 这时有

y九 = (Al -A)x九 ----+ (Al - A)x = y (n----+ oo), 

所以
R(AI -A)= R尸·
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再证 R(.\I -A)上 = {0}. 设 yE R(.\I -A)l., 即

((.\I - A)x, y) = 0 (\Ix E 免）．

因 A 对称，有

(x, (XI -A)y) = 0 (\Ix E 龙）．
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所以(XI-A)y = o, 即yE N(AI -A). 在(2.6.13) 式中用 X 换入
得， N(�厂 A)= {O}, 必有 y = o, 即

R(.\I -A)上 = {O}. 

设从歹(A), 但入不是点谱即N(.XI-A) = {O}. 这时，

R(入I-A)1. = N(XI -A*)= N(入I-A)= {O}, 

即 R(M-A) 在览中稠密，从而入E Uc(A), 即 ar(A) =心 • 
例 2.6.15 设（劣，（ ．，．））是 Hilbert 空间， UE 乡（度）称为酉

算子，若

(Ux, Uy)= (x, y), 西，yE 劣， 以及 R(U) =度. (2.6.14) 

若 U是酉算子，则 u(U) C 81 = { ew 10 E [O, 2叫｝，且 ar(U) =心
证 由 (2.6.14) 式得 II Ux胪= llxll2, 所以U是单射，且

II UII = 1, u(A) C {入 ECII入I�1}.

又由 (2.6.14)式U是满射，根据 Banach 逆算子定理（定理2.3.8),
U 存在有界逆 u-1 且 11u-1 11 = 1. 设囚< 1, 

.\I -U = -U (I -入u-1). (2.6.15) 

因II入 U订＝囚 ·11u-111 =囚 < 1,J -入u-1 存在有界逆，由

(2.6.15) 式知， .\I- U 存在有界逆且

（〉d- U)-1 = (I -〉,u-1)-1u-1, 且P 入飞�u(A).

因此u(A) C {入E <C\I.\I = 1 }. 
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设入E a(U), 但入不是点谱，即N(.XI - U) = {0}. 这时可以
验证

R(入I - U)_1_ = N(XI - u-1) = N(入I - U) = {O},

即R(.XI - U)在究中稠密，从而从五c(U), 即ar(U)=少
算子谱论是算子理论的中心内容在本册第三章和下册第五、

六章我们还要再深入讨论它

习 题

2.6.1 设穷是B空间，求证： .Z(龙）中可逆（存在有界逆）

算子集是开的．
2.6.2 设A是闭线性算子， 入1, 入2, ...'入九E ap(A)两两互异，

又设Xi 是对应于入的特征元(i = 1, 2, · · ·, n). 求证： {x1 立2, ...'

环｝是线性无关的．
2.6.3 在双边l2空间上，考察右推移算子

A:x=(... ,� 一九， �-n+l,... ,e-1,eo,�1,·.. ,en-1,�n,···)El2

一心=(..·,rJ一九，rJ-叶1,...'牛1, r/0, r/1 , ... , 加-1, 加，...),

其中 加=em-1(m E Z). 求证： O'c(A) = a(A) =单位圆周．
2.6.4 在z2 空间上，考察左推移算子

A: (6, 令，..·) I---+ (�2 , �3, ...)·

求证： ap(A) = {入ECII入I< 1}心(A)= {入ECII入I=i }, 并且

u(A) = up(A) U Uc(A). 
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在无穷维Banach空间中有一类特殊的线性算子，它的性质与
有限维空间中的矩阵很类似，这就是紧算子． 它在积分方程理论
和各种数学物理问题的研究中起着核心的作用．

关于线性代数方程 的可解性结果可以推广到含紧算子的线性
方程中去，这就是Riesz-Fredholm理论．它自然包括了带连续核的

线性积分方程的可解性结果进一步，为了解决带奇异核的积分方

程的可解性问题，引出Fredholm算子的概念

对千紧算子的特征值问题可以讨论得比较透彻，这个结果通

常称为和esz-Schauder 理论

§1 紧算子的定义和基本性质

定义3.1.1 设劣，钞 是B空间，A:兜�fY线性称A是

紧算子，如果双瓦了在钞中是紧集，其中B1是龙中的单位球

一切紧算子的集合记作�(宽，fY), 当劣= fY时，记作�(龙）．
注1 为了AE�(兜钗），必须且仅须对于龙中的任意有

界集B, 双历在吵中是紧集
注2 为了A E Q.:(兜炒）， 必须且仅须对任意有界点列

亿}c 龙，{A吓｝中有收敛子列．
命题3.1.2 关于紧算子有下列简单性质

(1) e.:(劣权） c2(龙，?P').

证 因为y 1-----t IIYII是连续的，所以若A E Q.:(克罗），则

M全sup IIAxll = max IIYII <oo==} IIA平M肛II (VxE%). • 
正Bi yEA(B1) 
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(2) 若 A, BE e:(兜穸），a,{3EC, 则

aA+ 邸E e:(劣，C/Y).

(3) e:(龙，�)在乡（龙，C/Y)中闭．
证 设 TnEe:(龙，C/Y)(n= 1, 2, · · ·), 且 IITn -Tll ---4 0 (n---400),

要证： TE e:(览，W). 没> 0, 取 nEN, 使得

IITn -TII < -
£

2· 

对 Tn(B1) 取有穷的 c/2 网，设它为 {y1, Y2, · · ·, Ym}, 则

m 

T(B1) c LJ B(yi, c). 
i=l 

从而冗瓦了有有穷的 e 网，即得 T(B1) 紧． ． 

(4) 设 AEe:(龙，W), 又设坏C劣 是一个闭线性子空间，那

么A。全A匡E Q:(疡秽）．
(5) 若 AE e:(龙，勿），则 R(A) 可分．

证 R(A) = LJ nA(B1), 由 A(B1) 列紧，推出 R(A) 可分．．
n=l 

(6) 若 AE夕(X"'<!Y), 而 BE£1(</Y, 穷），并且这两个算子中
有一个是紧的，则 BAEQ:(龙，穷）．

证 因为连续线性算子把有界集映为有界集，把紧集映为紧
集 ·

与紧性概念密切有关的是全连续概念
定义3.1.3 称AE.:£'(究，'!Y)是全连续的，如果

x九
一 x(跟号）＝今Axn�A工 (5虽） (n-too). 

命题3.1.4 若A E Q:(宽，<!Y), 则A是全连续的；反之，若兜
是自反的，并且 A 是全连续的，则 AE e:(究，'?Y).



第三章紧算子与Fredholm算子 ·195·

证 必要性设x 九�x (n---+oo), 要证： Ax n ---+Ax= y (n---+ co). 
用反证法，倘若不然，则函> 0, 及伈｝，使得

IIAx ni - YII� 句·

由共鸣定理（定理2.3.16), { Xn}有界 ． 又由A紧，从{x九｀｝中又
可抽出子列不妨仍记作{x nJ,使得Ax ni ---+ z. 但

矿，Ax 九i - 扮= {A*旷，气 － 吩---+ 0 (\:/扩 E 111*), 

即Ax ni
一 y, 从而y = z, 这便导出矛盾

充分性． 利用Eberlein-Smulian定理（定理2.5.28), 若{xn}
有界，则必有子列 环 �x . 由A全连续推得Ax ni 一 心，故A
紧 ．

定理3.1.5 T E <?:(宽，t/Y) 仁今 T*E Q:(矿，宽＊）．

证 必要性．要证：若y�EBi (矿中的单位球），则{T飞｝
中有收敛子列对VnEN, 令

”为飞 (y) 全 (y:,y〉 (Vy E T(Bi)), 

显然 吓EC(冗瓦了）(Vn EN), 我们只要证明{cpn}作为C(T(B订）
上的函数列有一致收敛的子列就够了．事实上，我们有

及

l'Pn(Y)I�IIY�II·IIYII�IITII (Vn EN, Vy E T(B1)) 

l'Pn (Y) -'Pn(z)I�II吐II·IIY -zll�IIY - zll 

(Vn EN, Vy, z E T(B1)), 这两个式子分别表明{cpn}是一致有界和
等度连续的由Arzel妇Ascoli定理（定理1.3.16), {吓｝中有子列

在C(T(B1))中收敛，即得{T飞｝中有子列收敛
充分性 ． 用必要性的结论，可见T**E <t( 兜 **,t/Y**), 但T=

T**I劣，直接应用命题3.1.2(4), 即得结论 • 
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以下给出紧算子的例子

例 3.1.6 设 nc 即是一个有界闭集， K E C(il X 切，取

劣=�= C(Q). 若令

T: u�f nK(x, y)u(y)dy (Vu E C(il)),

则 TE�(免）．
证 只需证 T(B1) 是紧的，为此用 Arzela-Ascoli 定理（定理

1.3.16). 若

M全max IK(x,y)I, 
工，yED

则有 IITu ll�Mllullmes(n). 又对没> o, 由 K(x,y) 在{} X [}中

的一致连续性，动> 0, 使得对劝Eil, 有

IK(x, y) - K(x', y)I <€ (当Ix - x'I < 8), 

从而

l(Tu)(x) - (Tu)(x')I 

�f IK(x, y) - K(x', y)I·lu(y)jdyn 
�cll ullmes(D) (当 Ix - x'I < a). • 

例 3.1.7 设 nc 贮是一个有界开区域又设 AE !£(HJ (il)) 
满足

IIAullH古(n)�CllullL2(n),

其中 C 是一个常数，那么 AE�(HJ位））．
证 由 Rellich 定理（定理 4.5.10), 1, : HJ(fl)� 炉(fl) 是紧

嵌入，又 A:L气n)� 局(il) 连续，应用命题 3.1.2(6)即得结论．．
以下讨论紧算子的构造

定义3.1.8 设 TEi£(龙，�), 若 dimR(T) < oo, 则称 T 是

有穷秩算子，一切有穷秩算子的集合记作 F( 览，fl/). 显然有

F(龙， 1Y) Ce:( 免， 1Y).
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定义3.1.9 设 fE宽*,y E仅用y®f 表示下列算子：

x 一 (f, x〉y (Vx E .%), 

称它为秩1算子 ．

我们用秩1算子表示F(龙， f/Y), 有下面的定理

定理3.1.10 为了 TEF(究， f/Y), 必须且仅须 ::lyiE f/Y 以
及 IiE宽* (i = 1, 2, ·.. , n), 使得

T=汇y冷Ii·
i=l 

证 充分性是因为 R(T) = span{y1, Y2, · · ·, Yn}· 下证必要性 ，

在 R(T) 上取基 {Y1, Y2, · · · 如｝，则'vxE龙，::ll{li(x)}i=l, 使得

Tx = 区 li(X)Yi ·
i=l 

下证 li (i = 1, 2, · · ·, n) 是免上的连续线性泛函：

(1) li (i = 1, 2, ·.. , n) 是线性的． 这是由于 T 的线性及 li 表

示的唯一性．

(2) li (i = 1, 2, · · ·, n) 是有界的事实上，注意到 IITxll及

汇 lli(X)I 都是 R(T) 上的范数，而 dim R(T) < oo, 所以它们必须
i=l 
是等价范数于是 3M> 0, 使得

汇 lli(x)I�M IITx l/�MII TII·llx ll
i=l 

因此，环E兜* (i = 1, 2, · · ·, n), 使得

(Vx E龙）．

佑，动= li(x) (Vx E免）(i=l,2,···,n). 

于是有
n n 

Tx = 笘叭f;, x) = (沪i0/i)(x) (Vx E龙�） ． ．
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回过来研究�(宠钮）的构造，因为F(兜秽） C�(兜穸），我

们问： F(龙，钞） =�(f£'<!JI) 对吗？以下不妨设 <!JI =沉

(1) 若免是一个 Hilbert 空间，这是对的 事实上，因为

VT E�(兜，fY), T(B1) 紧，所以对设 >0 存在有穷的纣2网

{Y1, Y2, · · ·, Y叶，即

T(B1) C LJ B (三）．
i=l 

令坠= span{y1, Y2, · · ·, y叶，并令凡为比上的正交投影，那么

PeT E F(兜，W), 并且Vx E B1, 3yi(l幻�n), 使得

从而

由此推得

IITx - Yill < -
c 
2' 

€ 
IIPeTx -yill = IIPe(Tx -yi)II < -.2 

l!Tx - PeTxll < c (Vx E Bi), 

即 IIT- PeTII� €. 
(2) 若穷是 Banach 空间，利用命题 3.1.2(5), 我们只需限于

考虑可分空间就够了．
定义 3.1.11 设龙是可分的 Banach 空间，称 {e九 }�1C兜为兜

的一组 Schauder 基是指： Vx E 劣，存在唯一的一个序列 {C九位）｝，使得

N 

x=J吧OO 汇 Cn(x)e九（于fr).
n=l 

由于昨E N,x�C九 位）对应的唯一性， c九位）是龙上的线性函数

我们先给出一个引理

引理 3上 12 Cn(x) (Vn EN)是觉上的连续泛函

我们后面再证引理3.1.12, 下面先利用此引理证明一个定理
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定理 3.1.13 若可分 B 空间龙上有一组 Schauder 基，则

页 =Q:(劣）．

证(1) \IN EN, 令

S归＝区Cn(x)环 (Vx E劣），
n=l 

并令瓜=I-SN,则由共鸣定理（定理 2.3.16), :3M > 0, 使得

IISN II�M, 从而 IIRNll 釭 +M.

(2)若T E <!:(究），Ve> 0, 要找有穷秩算子兀，使得 IIT - Tell< e,
因冗瓦了紧，存在有穷的玑3(M + 1)] 网 {y1,y2,. ·. , 如｝，即 Vx E B1, 
有 Yi(l�i�m), 使得

IITx -yill < 
3(M + 1).

又由 Schauder 基的定义（定义 3.1.11), 3N EN, 使得

厮- SNYi II < i (j = 1, 2, · · ·, m). (3.1.2)

但因 IIBNll�M, 所以由 (3.1.1) 式有

IISN(Tx) - BNYill < 
3(M + 1) 

c. (3.1.3) 

联合不等式 (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) 就有

IIT兀
— (SNT)xll< c (Vx E B讨．

取 Te: =SNT 即得所求
引理 3.1.12 的证明 在究上引入另一个范数：

口x口= sup IISNxll, 
NEN 

(3.1.1) 

．
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其中SNX= 区C九(x)e 九(VxE 死）． 不难验证兜按口·口是完备的，并且
九=1

llxll = lim IIBNxll� 口x口('vxE 克）．
N-+oo 

由等价范数定理（推论2.3.14),3M1 > 0, 使得

Ox口 �M1llxll (Vx E兜）．

于是对VnEN,我们有

贮 (x)enll= IISnX - S 九 一 1xll�2口x口�2M1llxll

(Vx E 究）．

由此可见，VnEN,

IC九 (x)I�2M1lle九 11-1·llxll (Vx E 劣）．

故C九(x)是连续的(n=l,2,···). • 

Banach在1932年提出一 个问题是否每个可分的Banach空间都具

有Schauder基？如果这个结论是对的，那么便能推出页歹了= (t(龙）． 然

而到了1973年，Enflo做出了否定的回答：存在一个可分的Banach空间和

其上的一个紧算子，这个紧算子不能被有穷秩算子所逼近O 不久，Davie给

出了一个较简单的证明.@

习 题

3.1.1设龙是一个无穷维 B空间，求证：若A E l(!!l°), 则

A 没有有界逆

3.1.2设劣是一个 B 空间， A E !L'(免）满足

©有关研究可见文献： Enflo Per, "A Counterexample to the Approximation 

Problem in Banach Spaces," Acta. Math. 130, No. 1 (1973): 309-317. 
©有关研究可见文献： Davie A. M., "The Approximation Problem for Banach 
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其中a是正常数求证AE�(究）的充要条件是变是有穷维
的

3.1.3 设龙，钞是 B 空间，AE夕（劣秽），KE�(兜穸），如
果R(A) c R(K), 求证： A E�(死，1!/).

3.1.4 设H 是 Hilbert 空间， A:H�H是紧算子，又设
x九 �xo,Y九 �Yo, 求证：

（兀n , Ayn)�(xo, Ayo) (n�oo).

3.1.5 设变，少是 B 空间，A互织变，'!Y), 如果R(A)闭且
dimR(A) = oo, 求证： A亏Q.:(.%'砂）．

3.1.6 设吵已K,w九 �O(n�oo), 求证：映射

T: {�n } 巳 {w忒叶 (V{� 叶El芍

是 lP(p�1) 上的紧算子
3.1.7 设 nc 即是一个可测集，又设J是9上的有界可测

函数，求证： F : x(t) H f (t)x(t)是£2(Q)上的紧算子，当且仅当
f = 0 (a.e. 于D).

3.1.8 设De即是一个可测集，又设KEL2(il X il), 求证：

A: u(x) HJ 0K(x, y)u(y)dy (Vu E L2(Q)) 

是炉(D)上的紧算子
3.1.9 设H是Hilbert 空间， A E�(H), 伈｝是H的正交规

范集，求证： lim (Aen 心） = o.
3.1.10 阮

OO

劣是B 空间， A E�(究）'X'o 是宽的闭子空间

并使得A(坏） C 坏，求证：映射

T: [x] H [Ax] 
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是商空间龙/.2o 上的紧算子．
3.1.11 设先，(/JI'穷是 B 空间，龙c(/Jlc穷，如果劣 �(/JI

的嵌入映射是紧的， (/JI� 穷的嵌入映射是连续的求证设> 0,
3c(c) > 0, 使得

llxll<!Y釭llx压+ c(c)llx压(\:/x E览）．

§2 Riesz-Fredholm理论

本节研究与紧算子有关的算子方程的可解性问题，具体地说，
设穷是一个B空间，A E�(龙），又设 T= I-A, 其中I表示恒
同算子．我们要问：

Tx=y (3.2.1) 

对哪些yE免有解？解的结构如何？
1. 从兜＝贮入手，这是线性代数中早就研究过的．记

T = (tij)nxn, X =亿}1=1,Y =饥}i=:1· 我们知道为了方程
(3.2.1) 有解x, 即

n 

区虳Xj=Yi (i =l,2,···,n), 
j=l 

必须且仅须

y = 区吁乃，
j=l 

其中 Tj =如}�1 E 即 (j=l,2,···,n), 亦即y可通过 T山＝
1,2,···,n) 线性表出．而这又等价于，若zE贮，则

z .l_y� 今 z J_ 笃(j = 1, 2, · · ·, n),

即

(z, 扮 =0 今产砃= O (j = 1, 2, ·.. , n). (3.2.2) 
i=l 
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结论 1 为了yE即使方程 (3.2.1) 有解，必须且仅须

(z, y〉= 0 (Vz E照气适合 T*z = 0), 

·203·

其中 T* 表示T的转置

结论 2 关于方程 (3.2.1) 只有两种可能情形：

(1) 或者 Vy E 配，方程 (3.2.1) 总有解，而且是唯一的；

(2) 或者 Tx = 0 有非零解，这时 Tx = 0 的非零解的极大线

性无关组的个数与 T*x= 0 的非零解的极大线性无关组的个数相

等

2. Fredholm 研究过下列积分方程：设 K E C([O, 1] x [O, 1]),

考察方程

及其共扼方程

x(t) = s:K(t, s)x(s)ds + y(t), (3.2.3) 

f(t) = s:K(s, t)f(s)ds + g(t), (3.2.4) 

其中 x,y,f,g EL叮0,1]. 他得到如下结论

结论 1 关于方程 (3.2.3) 只有两种可能情形：

(1) Vy EL旰0, 1], 方程 (3.2.3) 存在唯一解XE£2 [0, 1];

(2) 当 y=0 时，方程 (3.2.3) 有非零解

结论 2 方程 (3.2.4) 与方程 (3.2.3) 的清形一样，即当方程

(3.2.3) 的第一种可能发生时方程 (3.2.4) 也发生第一种可能性；

方程 (3.2.3) 发生第二种可能时，方程 (3.2.4) 也发生第二种可能

性，并且方程 (3.2.3) 与方程 (3.2.4) 对应的齐次方程的线性无关解

的个数是相同的有穷数

结论 3 在第二种可能性下，为了方程 (3.2.3) 有解，必须且

仅须

f:J(t)y(t)dt = 0, 
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其中 f 是方程 (3.2.4) 的齐次方程的解．为了方程 (3.2.4) 有解，必

须且仅须

J
1 

g(t)x(t)dt = 0, 
。

其中 x 是方程 (3.2.3) 的齐次方程的解．

3. 比较代数方程组与积分方程，它们的结论竟然惊人地相似，

实际上，它们是更为一般的算子方程的普遍结论的特殊情形． 我

们先引进记号

记号 \:/T E�(�), 记

R(T) 全 T(劣），

以及

N(T)�{兀 E趴Tx = 0}. 

又对任意的Mc究，Ne牙，记

..LM 全 {fE兜*l(f,x) = 0,\:/x EM}, 

N..L 垒位E趴(f,x〉=0,叮EN}.

又若 fE宽*,xE兜，满足(f,x〉=0, 便简单地记作

J .1.. x. 

由这些记号，当 T=I-A 时，其中

A: x(t)�f K(t, s)x(s)ds, 
。

三个 Fredholm 结论可以用简练的形式表达如下：

结论 1 N(T) = {0} =今 R(T) =劣．

结论 2 a(A) = a(A*), 且

dimN(T) = dimN(T*) < oo. 
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结论 3 R(T) = N(T*)1.., R(T*) = ..1. N(T). 
以下我们对一般的 T = I -A(A E <t(免））证明上面三个

Fredholm 结论
定理 3.2.1 (Riesz-Fredholm) 设龙是 B 空间， AE<t(劣），

T =I-A , 则

(1) a(T) = u(T*); 
(2) dimN(T) = dimN(T*) < oo;
(3) R(T) = N(T*)..1. = {兀E &:If位）= 0, VJ E N(T*)},

R(T*) = ..1_ N(T) = {f E宽*If位） = 0, Vx E N(T)}.
我们分几步来证明这个定理结论(1)对任意有界算子成立，

正是下面的定理．
定理 3.2.2 若TEZ(劣），则 a(T)= a(T*). 
证 只需证 y-1 E .!£(览)-今(T*)-1 E 2(龙＊）．

必要性 因为 (T*)-1 = (T-1 )* (见习题2.5.10), 所以结论是
显然的

充分性 ． 设(T*)-1E趴宽＊ ），由必要性的结论推得 (T**)-1E

织免＊＊）．又因 T= T**I 兜，所以 T是 1-1 的，并且 R(T) c 究是

闭的．
再证 R(T) =劣． 倘若不然存在兀oE龙\ R(T)心0 子0, 由

Hahn-Banach 定理（定理 2.4.4), 存在 fE 兜＊ ，使得

即

f (xo) = llxoll, f位） = 0, x E R(T), 

O=f(Ty)=(T了）(y), Vy E免．

由此得 T*f = 0, 即 f E N(T*), 从而 f =0, 矛盾 ． ． 

定义 3.2.3 称 TE夕(!£)是闭值域算子，是指

R(T) =酰．

定理 3.2.4 若A E <t(宽），则 T=I-A 是闭值域算子．
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证 因为N(T)是劣的闭子空间，考察

T': 劣/N(T)一览， f[x] 全 T怎

显然 R(T) = R(T), 并且 f 还是有界线性的，满足 N(T) = {[0]},
即 f的逆算子存在为了证明 R(T) 闭，只需证f-1是连续的．
用反证法，倘若f-1不连续，那么:3[wm] 书 0, 但订Wn] 一 0, 从而

有子列ll[w如J II� 区> o. 令［叫＝ [wmn] 
ll[wmnJII 

，则

ll[x九) 11 = 1 (n = 1, 2, ...), 1. 旦竹环］一�0 (n ----+ 00).

因此对VnE N,3如E[环］，使得

llx九 II < 2 (n = 1, 2, .. ·), (I -A)x九 ----+ 0 (n�oo).

由A是紧的，有子列{x九k }, 使得 Ax妇 ----+Z (k----+oo), 从而

x九k =Ax九k + (I -A)x压
一 z (k--+oo). 

于是有Tz = 0, 即得[z] = [0). 因此

ll[x九kl II = 11 [x九k - z]II�llxnk - zll 一 0 (k�oo).

这与 II [x九k]II = 1 矛盾 •

定理 3.2.5 若 A E Q:(免），T = I -A, 且 N(T) = {0}, 则
R(T) =免．

证 用反证法倘若不然，做疡＝龙，沉= T(龙炉1)(k =
1, 2, · · ·), 那么因为距＃坏，目 T 是 1-1 的，可见

疡豆�1 2 忍�....

用Riesz 引理（引理 1.4.31), 3yk E沈，IIY扑= 1, 但

1 
dist(yk, 免k+1)�2 (k = 0' l , 2'...) . 
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于是对 t!p,n EN, 我们有

1 
IIAYn -AYn+pll = IIYn -Tyn + Ty九十p-y九十pll�2·

这是因为
Ty九 -Ty九十p+Y九十pE览�+1·

从而与A的紧性矛盾 ．

定理3.2.1 的证明 dimN(T) = 0 情形．

因 dimN(T) = 0, 由定理 3.2.5, R(T) =览，所以 T是 1-1

满射． 由 Banach 逆算子定理（定理 2.3.8), r-1 E .Z( 劣），即有

0 巨(T). 又因o-(T) = a(T*), 所以 T*也是1-1 满射，即

dimN(T*) = 0 = dimN(T), 

R(T*) = Z* = .1. N(T), 

R(T) =龙= {0} ..1. = N(T*)..1. . 

下面我们转向 (2) 和 (3) 的证明
引理 3.2.6 若A E <t(劣）， T = I-A, 则

dimN(T) < oo, dimN(T*) < oo. 

证 令坏= N(T),B1 = {x E疡I llxll�1 }, 这时

趴＝声．

因A 是紧算子， B1 是紧集，从而

dim .%'°o = dimN(T) < oo. 

．

 

因 T*=I-A*, 同样证明： dimN(T*) < oo. • 

设 X1心2, · · ·,Xn E N(T) 为 N(T) 的一组基，几 !2, ...'儿 E

N(T*) 为 N(T*) 的一组基，需要证 n=m.
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引理 3.2.7 存在闭线性 &:°1 C兜，使得

龙= span{x1心2,...'环} EB 免．

证 由 Hahn-Banach 定理（定理 2.4.4), 存在 胚 92,· · ·, 9n E 

劣＊ ，满足

9i巳）＝如， 1�i,j�n.
n 

令织＝门 N(gi), 其中N(g)= {x E览lg(x)= O}, 则织是闭线
i=l 

性的，满足

(1) span{x1,x2, · · ·,xn} n .%°1 = {0};

(2) \/x E龙，取Ci= 9i(x), 有 x- LCiXi E 坏
i=l 

从而有兜= span { X1, x2, · · ·, Xn } EB !!t'1 .

引理 3.2.8 存在 Y1沿2, · · ·, Ym E龙，使得

．

 
fi(yj) = <5ij, 1�i,j�m. 

证考察线性连续映射 V: 劣一底m 如下：

V: X�((!1,X〉, (f2, X〉, • • ·, (f m, 动）．

只要证明它是满射就够了 ． 如其不然， V(兜）是眨m 的一个真子空

间由 Hahn-Banach 定理（定理 2.4.4)存在a= (a1心2, ... 立m)E

底m \ {O}, 使得 d 有 V(劣）上为 0, 即

(a, V(x))JKm = 0, \::/x E宠，

亦即

詈儿，x) = 0, Vx E兜．

m 

从而区 切 儿= 0, 这与 {h}芦1 是 N(T*) 的一组基矛盾． ． 

j=l 
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dimN(T) = dimN(T*) 的证明需证n=m. 设n< m, 考虑

f: 龙= span{x1 立2, ...'X九 } EB织

一 span{y1, y2, · · ·, y叶 EBR(T)� 兜，

r(今凸 +y) =t郊 +Ty

从而根据前面结论， f 是满射．但显然有 YmER(T), 矛盾，所以

dimN(T*)�dimN(T). 

同样，

因

所以有

dim }{(T**)�dim N(T*). 

dimN(T)�dimN(T**), 

dimN(T) = dimN(T*). • 

引理 3.2.9 若TE2(劣），则页丙=N(T*).1. 
证 (1) 瓦万 c N(T*)上对 XE穷，fE N(T*), 有

J(Tx) = (T* f)(x) = 0,

即R(T) c N(T*)上因 N(T*)J.. 闭，有面吓 c N(T*).1. 

(2) 设页丙�N(T*)J.. , 取 x0 E N(T*)J.., x忘页丙． 由Hahn­
Banach 定理（定理 2.4.4), 存在 fE兜＊ ，满足

f(xo) = llxoll # 0, f(x) = 0, Vx E酰·

此时有

f(Tx) = 0, Vx E览，

即T*f= 0. 又有xoE N(T*)J.. , 得 J(xo) = 0, 矛盾． ． 



·210· 泛函分析讲义（第二版）（上）

根据定理 3.2.4 和引理3.2.9, 有

R(T) =酰=N(T*).1.

= {x E劣lf(x) = 0, Vf E N(T*) }. 

R(T*) =..L N(T) 的证明：从前面 dimN(T)= dimN(T*)知，

dimN(T**) = dimN(T*) = dimN(T). 

因N(T)c N(T**), 有 N(T**)= N(T), 则

R(T*) =酰= N(T**).1. = ..L N(T). • 

从 Riesz-Fredholm 定理（定理 3.2.1) 的证明中我们还可以得
到下面的定理

定理 3.2.10 设 A Ee:(%'), T =I-A, 则存在闭线性子空间

!%"1 , 有限维子空间 �,dim�=dimN(T), 使得

劣=N(T) EB织=�EBR(T). 

定义 3.2.11 设 Mc 龙是一个闭线性子空间， codimM�
dim(龙/M) 称为 M 的余维数

由 Riesz一氏edholm 定理（定理 3.2.1), 有
定理 3.2.12 设A E�(龙）， T =I-A, 则

dimN(T) = codim(R(T)) < oo. 

习 题

3.2.1 设穷是 B 空间， M c 劣是一个闭线性子空间，

codimM = n, 求证存在线性无关集妇 }k=产了，使得

M= nN(叫
k=l 
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3.2.2设劣，吵是两个B空间TEZ(龙，&)是满射的 ． 定

义 f: 览 /N( T)一钞如下：

订 x] = Tx (Vx E [x])(V[x) E 劣 /N(T)).

求证 f 是线性同胚映射
3.2.3设究是B空间，M,N1,N2 都是龙的闭线性子空间，

如果
MEBN1 =龙=M归

求证： N1和N2 同胚
提示 只要证明N1, 况都与龙/M同胚
3.2.4设A E <r(劣），T =I-A, 求证：

(1) V[x] E 龙/N(T),3xo E回，使得肛oil= IJ[x]JJ;
(2) 若yE览，使方程Tx =y有解，则其中必有一个解达到

范数最小．
3.2.5设A E <t(览），且T = I -A, Vk E N, 求证：

(1) N(Tk )是有穷维的；
(2) R(Tk)是闭的．
3.2.6 设M是B空间究的闭线性子空间，称满足P三p

（幕等性）的由勿到M上的一个有界线性算子P为由劣到M
上的投影算子求证：

(1)若M是龙的有穷维线性子空间，则必存在由克到M
上的投影算子；

(2) 若P是由咒到M上的投影算子，则I-P是由览到

R(I -P)上的投影算子；
(3) 若P是由觉到M上的投影算子，则兜= MEBN, 其

中N=R(I-P);
(4)若A E <t(究），且T= I-A, 则在代数与拓扑同构意义下，

N(T) EB 劣 /N(T)=勿=R(T)令劣 /R(T).
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§3 紧算子的谱理论

(Riesz-Schauder 理论）

这一节研究三个问题

(1) 紧算子的谱的分布；

(2) 不变子空间；

(3) 紧算子的构造

对应到矩阵，每个问题都有清楚的答案：

(1) 矩阵有特征值，其个数不大于空间的维数；

(2) 存在真不变子空间；

(3) 利用一列不变子空间，可将矩阵化为 Jordan 标准形

回顾第二章§6, 这些问题是算子谱论的中心问题正如该节

各例所示，一般有界线性算子的谱集很复杂，这些问题的答案通常

是不完全的或不甚清楚的． 然而对于紧算子，在本节中，我们将进

行详尽的讨论，并得到满意的结果

3.1 紧算子的谱

本小节考察间题 (1), 我们有如下定理

定理3.3.1 若A E <!:(览），则

(1) 0 E CJ(A), 除非 dim 劣< oo;

(2) o酝(A)\{O} = CJp(A)\ {O};

(3) CJp (A) 至多以 0 为聚点．
证 (1) 的证明见习题3.1.1.

(2) 是 Fredholm 结论1.

(3) 用反证法倘若有入n E CJp(A)\{O}(n = 1, 2, · · ·), 入九＃灿

（当 n/ m), 并且入n �入# O(n�oo), 那么

三Xn EN(入nl — A)\{0} (n=l, 2,···). 

我们有
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1° {x1心2, ... 心｝是线性无关的．事实上，可用数学归纳法

证明，设此结论对 n 已成立．若有

Xn+l EN(入n+1I-A)\{0},

使得环+1 =汇 OiXi, 则有
i=l 

入叶1X叶1 =Ax叶1 = 区 Q心Xi
i=l 

从而

区叫入叶1-入）Xi = 0.
i=l 

由归纳法假设 {x1立2, ...'环｝是线性无关的，所以

（入n+l -入厄=0=今ai = 0 (i = 1, 2, · · ·, n). 

这与 Xn+l =F 0矛盾因此{x1心2, ... 心n+1} 是线性无关的．

2
0 若令En = span{x1立2,

... ,x叶，则 En �En+l, 应用

Riesz 引理（引理 1.4.31), :3Yn+l E En+l, 使得

IIYn+1II = 1, 

从而对\/n,p EN, 有

且
1 

dist(Yn+l, En)�-.2 

II点Ay九十三 Aynll

=II如+p -(如+P-已；A如＋产妇y九）II>�

这是因为

1 1 

y九十p-——AYn+p + —Ayn EE九十p-1·
入九十p 入九

这便与A 的紧性矛盾 ．
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注 本定理表明：对于无穷维空间上的紧算子 A, 只有三种
可能情形：

(1) a(A) = {O};

(2) u(A) = {O, 入1, 泌，. . .'入叶；

(3) u(A) = {从垃.. .'灿... }, 其中入九 �o.

试举例说明：这三种情形都可能发生 ．

3.2 不变子空问

本小节考察问题 (2).

定义3心2 设龙是一个B空间，Mc兜称为算子AE

织览）的不变子空间，是指A(M) c M. 
由定义 3.2.2 可得如下命题 ．

命题3.3.3 设览是一个B空间，AE !£(宽），那么

(1) {0}, 览都是 A的不变子空间；

(2) 若 M是 A 的不变子空间，则订也是 A的不变子空间；

(3) 若入E ap (A), 即入是 A的特征值，则 N(.XI -A) 是 A 的
不变子空间；

(4) Vy E 劣，若记 Ly 全 {P(A)ylP是任意多项式｝，则 Ly 是
A的不变子空间

当dim兜= 00 时， VA E 2(龙），是否一 定存在着 A 的一

个非平凡的闭不变子空间（所谓平凡是指： M = {0}或劣）？这
是一个长期未解决的根本性问题直至1984年才由Read举出反
例 ． 他表明存在一个无穷维的 Banach 空间览及一个线性算子
AE乡（穷 ），使A没有非平凡的不变子空间© 现在的问题是若
穷是 Hilbert 空间， dim 劣= oo, 对 VA E !£(龙），是否存在着 A

的非平凡的闭不变子空间？然而对于紧算子，有下面的定理．

。有关研究可见文献： Read C. J., "A Solution to the Invariant Subspace 
Problem," Bull. London Math. Soc. 16 (1984): 337-401. 
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定理 3.3.4 若dim 劣 �2, 则 VA E�(免），A 必有非平凡的

闭不变子空间
证 我们不妨设 dim劣= oo,A于0, 并且吁 (A)\{O} = 0.

于是由定理 3.3.1, 有 u(A) = {O}. 倘若 A 没有非平凡的闭不变子
空间，则劝 E 兜＼扭｝，命题 3.3.3 中定义的 Ly 蕴含

马＝劣

不妨设 IIAII = 1, 那么玉。 E .¥, 使得 IIAxoII > 1. 于是

I杠oll > 1, 取 C 全 AB(xo, 1), 便有 C 是紧集，并且

O茫 c.

如今，\:/yo E C, 存在多项式 Ty。= P(A), 使得

IITy。Yo - xoll < l, 

从而有约。> 0, 使得

IITy。y -xoll < 1 (Vy E B(yo, Oy。 )）.

由于C是紧的，存在有穷覆盖

LJB(y忒）习 C,
i=l 

其中＆全妳(i=l,2,···,n). 从而 Vy EC, :3钉(1�勺�n),使得

IITi1 Y - xoll < 1. (3.3.1) 

这里及以下我们都记 Ti 全 Tyi(i = 1,2,···, n). 
但因 (3.3.1) 式蕴含 Ti1 Y E B(xo, 1), 所以 ATi1 Y E C, 又

如(1幻2 �n), 使得

IITi2ATi1 Y - xoll < l. 
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注意到 Ti1 是与 A 可交换的多项式便得

IITi2 Ti1 AY - xoll < 1. 

如此继续下去，无， ． ． ． ，往， ． ． ． ，使得

II 月兀 (A
k
y) - xoll < 1,

或者

II(月 Ti;
}A

k

y)II > llxoll - 1.

设µ= max !!Till, 便得
l�i�n

因此

llxoll -1� µk+1IIA
k

yll (µ> 0, k EN).

.!_ (llxoll - 1)
戌

1

µ µIIYII 
,;;: (IWYII • 

IIYII 
) ,;;: IIAk II½. (3.3.2) 

当 k�(X) 时， (3.3.2) 式左端极限是 1儿，而右端极限是 0 (定理

2.6.12), 这便导出了矛盾． ．

3扩 紧算子的结构

本小节研究问题 (3).

回忆矩阵分解为 Jordan 标准形的过程，步骤如下：

(1) 在有穷维向量空间 V 上，称 T 是一个幕零阵，是指存在

正整数 q, 使得 T q =0, 记使 Tq =0 的最小的 q 为这矩阵 T 的指

标 ． 对于幕零阵，有如下结论： 3 正整数 r,

q1�q2� · · · �qr�q (qi E N, i = 1, 2, · · ·, r),
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以及 X1 心2, · · ·, Xr EV, 使得

{ X1, T红

x2, Tx2, 

Xr, Txr, 

Tqi -1红

Tq2-1纭

Tqr五｝

·217·

构成 V 的基，并且 Tq田= ... =Tq飞= 0. 千是在 V 上，幕零
阵分解为 Ql + Q 2 十... +qr 个 Jordan 块，其对角线为 0.

(2)为了从给定的V上的矩阵A构造出与之有关的幕零阵，
设入是 A 的一个特征值在每个 N((入I-A)j)(j = 1,2,···) 上，
入I-A 都是幕零的并且 N((.XI-A)j) 还是 A 的不变子空间由
于向撇空间V是有穷维的，必有pEN, 使得

N((入I -A)P) = N((入I -A)P+l) = .... 

其关键的步骤是，能证明V= N((AI -A)P) EB V1, 其中V1是V的
一个线性子空间满足：（入厂A)lv1 是可逆的，特别地，

V1 = R((.XI -V)吓

有了这个结论，我们便可以从A的所有特征值入1, 心，．．．，从
k 

找到对应的P1,P2, · · ·,Pk, 将空间 V 分解为G沪V((入il - A)Pi ),
i=l 

因为每个 N(( 入I-A沪）都是 A 的不变子空间，而

(Ail - A)IN((闷-A)Pi) (i = 1, 2, · · ·, k) 

是幕零阵． 我们就得到了 A 的 Jordan 分解
现在我们把这些步骤推广到紧算子．设AEl( 克），T=I-A,

我们要证下面的定理
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定理 3心5 存在非负整数 P, 使得兜= N(TP) EB R(TP), 并
且T冷Tln(TP) 存在有界线性逆算子．

为证这个定理，先考察任意的TE 5£(兜）． 我们知道有如下

链的包含关系：

{0}�N(T)�N(T2)� · · ·, 

而且一旦有 N(Tk) = N(Tk+l), 就有 N(Tk) = N(T叮(Vn�k).
事实上，

x E N(Tk+2) ===? Tk+1Tx = 0 

＝丘 E N(Tk+l) = N(Tk )· 

==} X E N(T虷1).

因此，称此链中使得N(Tk)= N(T杜1) 成立的最小整数p为零链

长，有时记为 p(T).
同样，我们也有下列链的包含关系：

兜2 R(T) 2 R(T2) 2· · ·, 

而且一旦 R(Tk) = R(Tk+l), 就有 R(Tk) = R(T叮(Vn�k). 事实

上，若 X E R(Tk+1), 则 :3y E 究，使得x=T肝 ly. 令 W = Tky, 
便得

W E R(Tk) = R(T灶1) ==} x = TW E R(Tk+2). 

因此，称此链中使得R(Tk) = R(Tk+l) 成立的最小整数 q 为像链

长，有时记为 q(T). 由定义，我们有

p = 0¢=? N(T) = {0}-¢:::: 尹T 是单射， (3.3.3) 

q=O 号 R(T)=勿台T 是满射 (3.3.4) 

问题 p,q 一定有穷吗? p 与 q有什么关系？

一般来说p,q 都可能是 oo, 然而有如下引理
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引理 3.3.6 若T = I - A, A E <t(龙），则 p = q < (X).

证 (1) q < 00. 用反证法倘若不然，则有

R(T)�R(T2)� · · ·. 

注意到，对Vk EN, 

k 

Tk =I 心 e}-A)i =J+ 紧算子，
j=l J 

·219·

所以 R(Tk) 还是闭线性子空间应用和esz 引理（引理 1.4.31), 即

得矛盾（推理过程与定理 3.2.5的证明相同）．
(2) p 红 ． 由定义， R(Tq) = R(Tq+l), 应用定理 3.2.1,

dim N(Tq) = codimR(Tq) = codimR(Tq+l) = dim N(Tq+l). 

于是由 dimN(Tq) < oo, 可见 N(Tq)= N(Tq+l), 再由 p 的定义，

即得p�q.
(3) q 勺． 同理由定义 N(TP) = N(T叶1)' 且有

codimR(TP+1) = dimN(TP+1) = dimN(TP) = codimR(TP). • 

定理 3.3.5 的证明 (1) N(TP) n R(TP) = {0}. 事实上，若有

y E N(TP) n R(TP), 则 3xE 宽，使得 y=T吐，且有 TPy= 0, 从
而

x E N(T2P) = N(TP) ==? y = TP x = 0.

(2)兜=N(T吩EB R(TP). 事实上，对 \/x E 劣，有

T吐E R(T门 =R(T气

因此 :lu E 宽，使得 T2Pu = T吐．令y全TPu E R(TP), 便有
z全x-y E N(TP), 这是因为 TPy=T环于是得

X = y + z (y E R(TP), z E N(TP)). 
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(3) T卢TIR(TP) 存在有界线性逆算子．事实上，因为

R(TP) = R(TP+l), 

可见 T1 是满射的．又 T1 是 1-1 的，这是因为：若 y E R(T吩，且
Ty= 0, 则玉 E 龙，使得 y=T吐，从而

x E N(T叶1) = N(T吓

即得 y=0. 于是由 Banach 逆算子定理（定理 2.3.8) 即得结论．．
根据定理 3.3.5, 对任意的 A E�(龙），从它的一切非 0 特征

值从入2 ) ...'我们可以找到对应于 Ti =入il-A 的零链长 Pi(i = 

1,2,···). 在空间迁 N((入- A)Pi) 上，算子 A 有对应的 Jordan
i=l 

标准形．

更详细的讨论参看 Ringrose J. R., Compact Non-self-adjoint 
Operators (New York: Van Nostrand Reinhold, 1971).

习 题

（本节习题中的宽均指B空间）
3.3.1 给定数列{a叶笠�1 , 在空间 z1上定义算子 A 如下：

A(x1 , x2, · · ·) = (a1 , x1, a2 X2, · · ·), Vx = (xi, x2, · · ·) E l1 .

求证： (1) A E Z(l1) 的充要条件是 sup lan l < oo;
九�1

(2) A-1 E .Z(l1) 的充要条件是 inf I叫> O;
九;,: l 

(3) A E�(l 1) 的充要条件是 lim an= 0.
九-+OO

3.3.2 在 C[O, 1) 中，考虑映射

t 

T: x(t)�f x(s)ds, Vx(t) E C(O, 1). 
。

(1) 求证： T 是紧算子；
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(2) 求 a(T) 及 T 的一个非平凡的闭不变子空间
3.3.3 设 A E (!:(龙），求证：当且仅当 x — Ax= 0 只有零解

时，方程 x-Ax=y 对 'vyE免都有解
3.3.4 设 TE�(免），并存在 mEN, 使得

兜=N(Tm) EB R(Tm), 

求证： p(T) = q(T)�m. 

3.3.5 设 A,BE�(龙），并且 AB=BA, 求证：
(1) R(A) 和 N(A)都是 B 的不变子空间；
(2) R(B九）和 N(Bn) 都是 B 的不变子空间(VnEN).

3.3.6 设 AE 织劣）， M 是 A 的有穷维的闭不变子空间，求

证： (1) A 在 M 上的作用可以用一个矩阵来表示；
(2) M中存在A的特征元

3.3.7 设 Xo E龙，/E矿，满足(/, 动= 1, 令 A=x。 ®f,

并且T=I-A, 求T的零链长 p.

§4 Hilbert-Schmidt定理

在Hilbert空间上，有一类有界线性算子，它们是贮上的对
称矩阵，是 en 上Hermite矩阵的推广，称为对称算子．

定义3.4.1 设 AE�(H), 其共辄算子 A* 由下式定义：

(Ax, y) = (x, A*y) ('vx, y EH). (3.4.1) 

称A是对称的，若

(Ax, y) = (x, Ay) ('vx, y E H). (3.4.2) 

注 比较 (3.4.1) 式和 (3.4.2) 式可见，为了 A 是对称算子必

须且仅须 A=A*. 正是这个缘故，有时又把对称算子称为自共轿
算子，或自伴算子（注意：前提是 A E .Z(H)). 
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命题3.4.2 设 A,BE !L'(H), a EC, 则有

(A+ B)* =A*+ B*, (aA)* =石A*,

A**= A, (AB)*= B* A*, 

a(A*) =靠= {X队Ea(A)}. 

证明很简单，留给读者

例3.4.3 在贮上，若A是对称矩阵，则A是对称的． 在
en上，若A是Hermite矩阵，则A是对称的．一般地有A是即
上的矩阵，A*= AT , 这里炉为A的转置矩阵；A是守上的矩

阵，A*=才，这里刀
T

为 A的共辄转置矩阵．
例3.4.4 在实的L2(n,妥，µ)上，设KEL00 (n x n, dµ), 并

且 K(x, y) = K(y, x), 则

A:u位）曰 fnK(x, y)u(y)dµ(y) 

是炉(n, 宠，µ)上的对称算子．
例3.4.5 设H是Hilbert空间，M是它的一个闭线性子空

间由H到M上的投影算子 PM便是对称的．
证 由正交分解定理（推论 1.6.37), Vx, y E H, 有分解

X=叹+xM.1. (切EM,XM.l. EM坏

y=四+ YM.1. (YM E M, YM.1. EM勹．

由PM的定义，功=PM也即=PMY,因此有

(PMx,y) = (x亿 YM+ YM.i.) = (x趴 YM)= (x, PMy). 

命题3.4.6 关于 H上的对称算子， 有下列基本性质：

(1)为了A对称，必须且仅须(Ax,x) E胶(VxEH).

证 令 a(x,y)全(Ax,y)(Vx, y EH), 那么a(飞 ．）是 H上的共
辄双线性函数，(Ax,x)是由a(·,·)诱导的二次型，由定义，我们有

A对称{=:::::} a(X, y) =而石) (Vx, y E H). (3.4.3) 



第三章紧算子与Fredholm算子 ·223·

又由命题 1.6.2, 我们有

a(x,y) = a(y,x) (Vx,y EH){=:} (Ax,x) E脱 (VxE H). (3.4.4) 

联合(3.4.3) 式和 (3.4.4) 式即得结论

(2) 若 A 对称，则 a(A) C 照，并且有

ll(AJ -A)- 1xll < 
1

、、
IIm 入I

llxll 

(Vx EH, V入EC,Im 入# 0).

证 设入=µ+ iv, V =F 0, µ, V E厌，则由对称性，

II (入I - A)x ll2 = II (µI - A)xll2 
+ lz丿 1 2 ·llxl12

�lvl2 ·llxll2 (Vx E H). (3.4.5) 

．

此外， R(入I -A)= H, 这是因为：

R(入I -A).1. = N(XI - A*)= N(XI - A), 

再由 (3.4.5)式N(X仁 A)={0} (当Im狂0). • 

(3) 设H1 是H 的一个闭不变子空间， A 是 H 上的对称算子，

则 A阮也是H1 上的对称算子
(4) 若 A 对称， 入，入'E o-p(A), 入 i A', 则

N(-\I -A) 上 N(-\'I -A). 

证 若 xE N (,\I - A), x'E N (,\'I - A), 则

入(x,x') = (Ax, x') = (也，Ax')=入'(x, x'). 

由入# A', 推出 (x,切=0.

(5)若A 对称，则

sup l(Ax, x)I = IIAII­
II叶=1

．
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证 记 c全sup l(Ax, x)I, c�IIAII 是显然的下证 C�IIAII,
llxll=l 

由A的对称性和平行四边形法则，有

Re(Ax, y) = 4 [(A(x + y), x + y) - (A(x - y), x - y)]

�i( llx + Yll2 
+ !Ix - Yll2)�c, 

其中 x,y EH, 适合 llx ll = IIYII = 1. 今取a EC(回= 1), 使得

a(Ax, y) = l(Ax, y)I, 

即得

l(Ax, y)I = (Ax, 石y)= Re(Ax, 石·y)�c.

这便推出： IIAII�c. • 
在 Hilbert 空间上，对称紧算子 A 的谱和算子结构将更为清

楚对比有穷维情形的对称矩阵 A, 它可以通过正交变换对角化，

对角线上的元对应着 A 的特征值，而这些特征值又是 A所对应的

二次型(Ax, x) 在单位球面 llx ll= 1 上的各个临界值．所有这些性

质将被推广到无穷维空间

我们从下列极值性质出发

定理 3.4.7 若 A 是对称紧算子，则必有 xo E H,I杠oil= 1, 
使得

并且满足

l(Axo, xo)I = sup l(Ax, x)I, 
II叶=1

Ax0 =入Xo,

其中队 I= l(Axo心o)I.
证 用 S1 表示 H上的单位球面，不妨设

(3.4.6) 

sup l(Ax, x) I = sup (Ax, x)· (3.4.7) 
xES1 xES1 
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（否则用-A代替A ). 取入全 sup(Ax, x), 考察岛上定义的函数
xES1 

f(x) = (Ax, x) (Vx E 81). 

设{xn} C 81, 满足f(xn) -t 入，因为 llxn ll = 1, 所以有弱收敛
子列不妨仍记作 {xn}- 设x九 �Xo, 由万(0, 1) 的弱闭性，便有
llxoll�l. 再由 A 的紧性推出

Ax九 --* Ax0 (n--* oo). 

从而有八环） ----* (A功心o)(n�oo), 即得

(A兀o, xo) =入 (3.4.8) 

进一步要证： llxoll = 1. 用反证法倘若不然，便有肛oil< 1, 
那么由命题 3.4.6(5) 和 (3.4.7) 式，有

(Axo, xo)�IIAl_l·llx。 11 2 = sup (Ax, x)llxoll2 <入，
xE81 

这与 (3.4.8) 式矛盾于是我们证明了： :3xo E 81, 使得

(Axo心o) = sup (Ax, x). 
xES1 

(3.4.9) 

最后再证 (3.4.6) 式. Vy EH, 对于川足够小的 t, 考察函数

伤(t) 全
(A(xo + ty)心O +ty)

邑＋切，xo+切）
．

注意到 t=O使 cpy(t) 达到极大，从而有吟 (0)= 0, 算出就是

Re(y,Axo -入xo)= 0,

而yEH 是任意的，故有 Axo =入xo. ．
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设 A 是 H 上的紧算子，按 Riesz-Schauder 理论，

u(A)\{O} = ap (A)\{O} = {入1,入2,·.. }. 

如果｛入n}中有无穷多个是不同的，那么满足入九 一O; 如果A还
是自伴的，由命题 3.4.6(2), 入n 都是实数此外还有下面的定理

定理 3.4.8 (Hilbert:.Schmidt) 若 A 是 Hilbert 空间 H 上

的对称紧算子，则至多有可数个非零的，只可能以 0为聚点的实数
伈｝，它们是算子A的特征值，并对应一组正交规范基｛动，使得

X= 汇(x, ei)ei, 

Ax= 区入(x, ei)ei. 
(3.4.10) 

证对 V入E o-p(A)\{O}, 设 N(Al — A)的正交规范基为

{ e� 入） m(入）
i } i=l'

其中 m(入）全 dimN(AI - A) < oo (称为入的重数）．此外，若

0 E ap(A), 则设 N(A) 的正交规范基为

｛凇｝，

它不一定是可数的如今我们令

仪}� u {凇｝言），
入E吓 (A)\{O}

{ei}垒｛仪}, 0环(A),

{ ea U { e{0)}, 0 E ap(A). 

再令 M 釭pan伈｝，在 M 上 A 显然有表示式 (3.4.10) 式
现在证材= H. 用反证法．倘若不然，则M..L =/= { 0}. 记

江 AI M..1-, 由定义， i 不能有特征值，从而 A -1- o. 另 一方面，由

定理 3.4.7, 有

IIAII = sup I(心， x)I = o,
xEM.L 

llxll=l 
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即A=O, 便得矛盾从而 {ei}构成H的正交规范基． ．

注1 我们可以将特征值按绝对值递减的顺序编号，并约定
特征值的重数是几，就把那特征值接连编上几个号码，即排成：

I入11�I入2 1�...�, 入nl�I入n+1I�· · ·. 

千是

A=汇屁 ®ei,
i=l 

更确切地有
九

IIA-�A;e;®e;\I�I入n+l I ---t O (n --+ oo).

事实上，对VxEH, 有

IIAx-t 入(x,e;)e;II = tit入(x, e,)e; II

令=(皇泊(x,e;)l2)

,s;; I入叶ii (f 1 l(x, e,)12)
½

,s;; I入叶ii·llxll.

(3.4.11) 

注 2 定理 3.4.8 表明：对称紧算子可以对角化，它的特征值
具有极值性质：

I入nl = sup {l(Ax,x)llx 上 span{e1, e2,···, en-1}, llxll = l} 

(n = 1,2,-· ·), 其中e1,e2,···,e九一 1 是对应于忙垃...' 入九一1的
特征元

特别地，我们可以按正负值把特征值排列起来，记作

入t�入t�... �0, 

入; <入2�... < o.
(3.4.12) 
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定理 3.4.9 (极小极大刻画）设 A 是对称紧算子，对应有特
征值 (3.4.12) 式，则

汒= inf sup 
(Ax, x) 

九
E九 一 1

工EE上 (x,x) 
，

九 一 1

x=f0 

坛= sup inf (Ax, x) 
E九一 1 xeE;_1 (x,x) ，

x=f0 

(3.4.13) 

(3.4.14) 

其中E九一1 是H的任意n-1维闭线性子空间．
证 我们只需证 (3.4.13) 式，因为用 -A 代替 A, 那么 (3.4.13)

式蕴含了 (3.4.14) 式．注意到，若

x= 区对叮＋区丐牙

(A立） 区对la开＋汇入ilail2

(x, x) = 区la汗＋区la;平
．

记 (3.4.13) 式右端为 µ九 ．下面从两个方面证明况=µn:

(1)社�µ九． 事实上，VE九一1, 在 span{叶，咕，．．． ，咕｝中总有

向量环 -I= 0, 使得环 J_E正1, 于是

sup 
x.LE九 一 1

x-::/=0 

九

芷芍 I对 1
2

(Ax,x) (Ax九，环） j=l 
� = 

(x, x) (x九，环）
立叮 1

2

j=l 

>埽，

即得社� µn. 

(2) 入;t� µ 九． 事实上，取En-1 = span{对，对，...' e!-1}, 便

有
入十 (Ax, x) 

n = sup 
斗En-1 (x,x) 

，

巧纬

卧扦导入!� µ兀
．
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推论 3.4.10 若两个对称紧算子 A,B 满足 A::;;B, 即

(Ax, x)�(Bx, x) (Vx EH), 

入j(A)� 入:(B) (j = 1, 2, .. ·) . 

习 题

（本节各题中， H 均指复 Hilbert 空间）

·229·

3.4.1 设 AE 夕(H),求证： A+A*,AA*,A*A 都是对称算子，

并且

IIAA*II = IIA* All= IIAll2 . 

3.4.2 设 AE夕(H), 满足 (Ax,x)江(VxEH), 且

(Ax,x) = 0 仁今X= 0, 

求证：

11Axll 2�IIAll(Ax, x) (Vx EH). 

3.4.3 设 A是H上的有界对称算子，令

m(A)�inf Ax, x), M(A) 全 sup (Ax, x). 
llxll=l llxll=l 

求证：

(1) o-(A) c [m(A), M(A)], 且m(A), M(A) E o-(A).

进一步假设 A 是 H 上的对称紧算子，求证：

(2) 若m(A)-/= 0, 则 m(A) E o-p(A);
(3) 若 M(A)-/= 0, 则 M(A)E o-p(A).
3.4.4 设 A 是对称紧算子，求证：

(1)若A 非零，则 A 至少有一个不等千零的特征值
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(2) 若 M 是 A的非零不变子空间，则 M 上必含有 A 的特征
元

3.4.5 求证为了 PE 夕 (H) 是一个正交投影算子，必须且
仅须

(l) p是对称的，即P=P飞
(2) p是幕等的，即p2 =P.
3.4.6 求证：为了 PE 夕(H) 是一个正交投影算子，必须且

仅须
(Px, x) = 11Pxll2 (Vx E H). 

3.4.7 设 A E Z(H), 称其为正算子，是指

(Ax, x)�0 (Vx EH). 

求证：
(1) 正算子必是对称的；
(2) 正算子的一切特征值都是非负实数．
3.4.8 求证：为了 H 的闭线性子空间 L,M满足LCM, 必

须且仅须PM-凡是正算子．

3.4.9 设 (aij)(i,j = 1, 2, .. ·)满足汇 la忒< oo, 在z2 空
i,j=l 

间上，定义映射

A :x= {红X2, ·.. } 1----+ Y = {Y1, Y2, · · ·}, 
00 

其中 Yi 全 区 UijXj(i = 1, 2, · · ·). 求证
j=l 

(1) A是H上的紧算子；
(2) 又若a勺＝吓(i,j=l,2,···), 则 A 是对称紧算子．
3.4.10 设 A 是 H上的对称算子，并且存在一组由 A的特征

元组成的 H 的正交规范基又设
(1) dimN(〉,I - A)< oo (V入 E o-p(A)\{O});

(2) Ve > 0, ap (A)\[-£, c] 只有有限个值
求证： A是H上的紧算子．
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§5 对椭圆型方程的应用

这一节我们来研究下列边值问题

{ 
-�u + U(x)u = f(x) (x E il),

U伽=0,

·231·

(3.5.1) 

其中 nc 贮是一个有界的、具有光滑边界的开区域 ． 给定 U(x) E 
C(百），f E L2 (il), 问在什么条件下，问题 (3.5.1) 是可解的？

历史上，有许多数学家致力于这个问题的研究，通常采用位势
积分将其化归成积分方程，再用 Fredholm 理论导出原问题的解

有了对称紧算子的 Riesz-Schauder 理论，以及 Sobolev 空间结果以
后，我们便有可能撇开积分算子直接研究椭圆型方程的 Dirichlet
问题，近代偏微分方程的理论采用后一种途径

称 u E HJ(il) 是边值问题 (3.5.1) 的一个弱解，是指：

f n ('vu·v7v + U(x)uv)dx = f nfvdx (Yv E局（切）. (3.5.2)

显然，若u EH叮il) 满足方程 (3.5.1), 则u必是它的一个弱解
反过来，在偏微分方程理论中证明了： 方程 (3.5.1) 的弱解必是

H叩）解因此，从泛函分析应用的角度来说我们将只关心方程

(3.5.1) 的弱解的存在性

我们要把方程 (3.5.2) 化归成为对称紧算子问题 ． 为此在
局 (il) 上引入等价范数：

吉
口u口 =[f卢uJ2dx + f Q (U(x) +灿）u2 (x)dx]

其中祁全 rr1ax IU(x)I. 根据 Poincare 不等式（引理 1.6.15), 存在
xEfl 

常数m,M > 0, 使得

mllull1� 口u口�Mllulli (Vu E局（切）， (3.5.3)



·232· 泛函分析讲义（第二版）（上）

其中 II·Iii 表示 HJ(D) 的范数 (3. 5.3) 式表明口·口是 HJ(D) 的
等价范数，所以 HJ(n) 在范数口·口下是 Banach 空间． 又令

(u,v)入0 = f n Vu·V vdx + f n (U (x) +入o)u(x)v(x)dx, (3.5. 4) 

其中 u,v E HJ(n). (·,. 凡是由范数口·口产生的内积. HJ(il) 在
内积 (3.5.4) 式下是 Hilbert 空间． 记 II·II 为炉 (il) 的范数，再由
Poincare 不等式（引理 1.6.15),对 Vu E L2 (il), 我们有

甘nu·vdxl�llull·llvll�cllull 口v口 (Vv E HJ(il)), (3.5.5) 

其中 c 为正常数 于是按 Riesz 表示定理（定理2.2.1), 叫w E 
HJ( 切，使得

f nuvdx = (w,v)入。 (Vv E HJ(D)). (3. 5. 6) 

定义 K.xo : 炉(D)� 周(n) 为w=K入ou,便有

口K入0uD�cl!ull (Vu E L2 (il)). 

因此K入。是让(D)一局(fl)的连续线性算子．
记 i 为 HJ(D) 一炉 (D) 的嵌入算子，由 Rellich 定理（定理

4.5.10)的推论 4.5.11, l 是紧的． 于是 (3.5.2) 式等价于

(u,v)入o = (K入。f,v)入。十入o(K入0 iu,v)入。 (Vv E HJ(D)), 

即等价于在 HJ(D) 中解方程

(I- 拘瓦。i )u =凡。f. (3.5.7) 

应用Riesz-Fredholm 定理（定理3.2.1),

方程 (3.5.7) 有解仁今凡。f .l N(I -入。凡。l).
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然而

u E N(J - .XoK入社）仁 U= 入。瓦。 lU

-F} (u,v沁＝入ofn uvdx (Vv E HJ(il))

一归Vu ·\7v + U位）uv)dx = 0 (Vv E HJ(il)), 

即u 是方程 (3.5.1) 的齐次方程的弱解． 设方程 (3.5.1) 的齐次方

程的弱解由 {v,1,<p2, ... 平n} 张成，那么

(K入of,t,p心=0 号 f 扣志=0 (i=l,2,·.. ,n).n 
总结起来，我们得到如下定理．
定理3.5.1 若方程 (3.5.1) 的齐次方程只有零解，则叮 E

炉(il), 方程 (3.5.1) 存在唯一的弱解；否则，方程 (3.5.1) 的齐次
方程至多存在有穷个线性无关的弱解，设它们为{V'l , V,2, · · ·, t,p叶
这时，当且仅当

j 亿dx= 0 (i = 1, 2, · · ·, n),n 
方程 (3.5.1) 有解，且其解空间的维数是 n.

下面转向考察方程 (3.5.1) 对应的特征值问题：

｛心u+ U(x)u =入u (x E 切， (3.5.8}
u加=0.

它对应的方程 (3.5.7) 是

(I-队＋灿）K灿 1,)u= 0. 

应用和esz-Schauder理论以及Hilbert-Schmidt定理（定理3.4.8),
我们知道 a-(K入社） \ {O} 是实的，而且至多有可数个，记它们为

阳中2,
... ,µj, .... 又若伲｝有可数多个不同的值，则 µJ�O(j�

oo). 特别是因为

(K汕 lU, u)入。> 0 (当u =f. 0), 
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所以µj > 0, 并且 0 百吁(K入。 i). 又由于 HJ(il) 是无穷维的，不难
验证伲｝有可数多个并且µj 一 O(j ---t oo). 不妨设

µ1� µ2�... � µj �... > 0.

于是方程 (3.5.8) 的特征值

1 
朽＝ －－ 入o (j=l,2,···)

µj 

满足入1�入2�...� 入j:::; ... , 以及入j�00.

所以

最后给出入1的 ＂极小极大＂ 描写因为

伤; = inf sup (K知 lu,u)知

Ej-1 uEEf (u, u)入。 ＇
u#0-1

1 (u,u)油入j= —－拘= sup inf -入。
µj E;-i ueEf_一 i (K知 lu,u)灿

u,;f-9 

f (IV叫 +u的dx
= sup inf 

Ej 一气�-1 f泸玺 ＇ 

其中Ej-1是维数为 j-1 的任意的闭线性子空间 (j = 1, 2, · · ·). 

总结起来，有如下定理
定理3.5.2 方程 (3.5.8) 的特征值都是实的，而且有可数个

入1 �心�... � 入j �... , 适合入j ---t oo, 并且它们对应的特征函

数构成空间 HJ 位）的完备正交集



第三章紧算子与 Fredholm 算子 ·235·

习 题

3.5.1 设ai(x) E C1({})(i = 1,2, .. ·,n),U(x) EC(百），其中
Q是贮中的边界光滑的有界开区域讨论下列边值问题

{
-�u+ t, 炟(ai(x)u) + U(x)u = f(x) (x E切，

U如 =0.

提示 应用 Lax-Milgram 定理（定理 2.3.18).

3.5.2 在上题中，讨论下列特征值问题：

{
-�u + t, 8x.(ai(x)u) + U(x)u =入u (x E [}),

U伽= o.

§6 Fredholm算子

在本章 §2 中，我们曾指出具有连续核的积分方程（或更一般
的二元平方可和的核），可以利用紧算子的Fredholm理论讨论可
解性，然而下列形式的奇异积分方程却不包含在紧算子理论的框
架之中：

a(z)u(z) 十字P.VJ沪旯ds = f(z) (z E S1), (3.6.1)

其中s1表示平面上的单位圆周，a, b E C (S1), f E炉(S1), P. V. 
表示按主值意义的积分，即

P.V.J 皿ds 全 lim J 1s一Z彦C 立ds.
s1 z - s if: 一O

sES
1 

Z — S 

为了讨论形如 (3.6.1) 的方程的可解性，我们回顾一下本章 §2

中关于可解性的讨论．其实，算子A的紧性作甩只在下列证明时
用到：
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(1) R(T) 是闭的，从而 Fredholm 结论 3 成立；
(2) dimN(T) = dimN(T*) < oo.

现在丢掉紧性条件，我们直接引入如下定义

定义 3.6.1 设龙，钞是 Banach 空间， T E 2(%,�) 称为

一个 Fredholm 算子，是指

(1) R(T) 是闭的；
(2) dimN(T) < oo;
(3) codimR(T) < oo.

劣一少的一切 Fredholm 算子的全体记作乡（劣，�), 特别地，当
fY'= 劣时，记作织幻

定义 3.6.2 设 TE 乡（兜穸），令

ind(T) 全= dim N (T) - codimR(T), 

并称其为 T的指标
例 3.6.3 若AE <t(免），则 T=l-AE 乡（死），并且

ind(T) = 0. 

例 3.6.4 若兜= l2,T是免上的左推移算子，即

T: x = (x1, x2, · · ·)曰(x2, X3, · · ·), 

则 TE 织免），并且 ind(T)= 1. 同理， T* 是右推移算子，即

T*: x = (x1,x2, · · ·)�(O,x1,x2, · · ·), 

有 T*E 多（免），并且 ind(T*) = -1. 一般地，还有

以及

Tn E 乡（龙）， ind(T九）= n (n = 1, 2, · · ·),

(T*)n E 多（宽）， ind((T于） = -n (n = 1, 2, · · ·).
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下面我们来刻画 Fredholm 算子

定理 3.6.5 (1) 若TE多（龙，C!Y), 则必有SE.Z(C/Y, 龙）以
及A1E Q.:(!£), A2 E Q.:(1!1), 使得

ST= Ix -Ai, TS= Iy -A2, (3.6.2) 

其中 Ix ,Iy 分别表示究和钞上的恒同算子

(2) 如果 TE夕（劣秽），又有R1,R正夕(1!1, 变）以及A飞

�(度），心E�(W), 使得

R1 T = Ix - A1, T岛= Iy -A2, (3.6.3) 

则TE织究，W).
证 (1)考察图3.6.1, 令

于[x] = Tx (Vx E团） (V[x] E 免:-/N(T)). 

由假设 TE多（宽，f!f')' 从而 T: 龙/N(T)�R(T)有连续逆f-1,
并且存在投影算子（参看习题 3.2.6 与习题 3.1.10):

A1 : 龙.�N(T), 

心：少一 1Y/R(T). 

显然小和心都是有穷秩的，从而是紧的．令

s� 于-1(Iy -A习，

便有
ST= r-1(Iy 一 心）T=lx-A1,

以及
TS=TT飞Iy -A2) = ly -A2 . 
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劣
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T
 

图 3.6.1

(2)如果存在R1 ,R2 及 A1,A2, 使得 (3.6.3) 式成立，那么

N(T) c N(R1T) = N(Ix -A订

=? dimN(T) < oo, 

以及

R(T) ::::> R(T R2) = R(Iy - A外

=:} codimR(T)�codimR(Iy 
-A外< 00.

至于 R(T) 闭性的验证，可以仿照定理 3.2.4 的证明，故从略 • 

注 1 满足 (3.6.3) 式的 R1 ,R2 分别称为 T 的左、右正则化

子在商掉紧算子集 <t(免）（以及 <t(勿））意义下，它们分别是 T
的左右逆 ． 在这个意义下，定理 3.6.5(1) 表明 Fredholm 算子是

趴览，111)中范数<t(所）（及 <t(W)) 的可逆算子．
注2 从定理 3.6.5(2) 容易看出，若 R 同时是 T 的左、右

正则化子，则 R 本身也是 Fredholm 算子 ． 特别是由此推出：若
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TE夕（劣，t/Y), 则:3SE多（勿，劣），以及A1E Q:(免），A2E Q:(t/Y), 

使得 (3.6.2)式成立

关于Fredholm算子的指标有如下性质．

定理3.6.6若T1E多（览钗），花E多（包穷），其中龙，仅

穷都是Banach空间则T2T1E§(究，幻且

ind(T2T1) = ind(T1) + ind(T: 外 (3.6.4)

证由定理3.6.5(1), :381 E多(t!Jf'宽），82E贮穷，ff')' 使得

｛
龋=Ix -Ai1),

T心=ly-A炉，
及 {8迅=Iy-A2) , 

T心= fz -A�2). 

取S 全 81岛，即得

S(T2T1) = 81(82T2)T1 = S1(Iy - Al
2) )T1

=8团- S1Ai2) T1

= Ix -Ai1)—81A严几=Ix -紧算子．

同理可证(T2芷）S是恒同减去紧算子，从而T2T1E多（克，空）．
现在再证指标公式 (3.6.4). 为此我们先观察图 3.6.2.

便有

以及

究= R(T1) n N(T: 刃，疡=T尸粥，

铭= R(T1) e 粥， 粥=N(T2卢务

乳= t!1f / R(T1) e究，织=T2 �,

R(T: 刃竺t!Jf/N(乃） =�+乳，

疡竺�'多兰乳，

N(T2T1 ) = N(T1) EB疡，

R(T2 ) = R(T2T1) EB圾．
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N(T1) 

名

劣

，上6~
 

乡)

3图

TZ
足

于是，若记 T = T2T1, 则有

dim N(T) = dim N(T: 订+ dim %2 = dimN(T1) + dim粥，

codimR(T) = codimR(T2) + dim炙= codimR(T2) + dim数

codimR(T1) = dim究+dim�,

dimN(T2) = dim粥+dim务

联合起来得到

ind(T) = dimN(T) - codimR(T) 

= dimN(T1) + dimN(T2) - codimR(� 吵

-codimR(T: 订

= ind(T1) + ind(T: 刃． ．

 

定理 3.6.7 若 TE 多（觉， </Y), 则存在 c > 0, 使得当 SE

织龙， </Y), 且118II < c 时，有

T+SE 乡（览， qy),
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且有

ind(T + S) = ind(T) . 

证 由定理 3.6.5(1), 丑R E夕(t/Y, 宽）及 A1 E�( 龙），A2 E 
<t(t/Y)' 使得

从而

RT= Ix - A1, TR= Iy -A2 . (3.6.5) 

R(T + S) = J x - A1 + RS. 

当 11s11 < 1/IIRII 时， E1 臼I工+RS)-1 有界，因此

E1R(T+S) =儿-E1A1. (3.6.6) 

同理当 JISII < 1/IIRII 时， E卢(Iv+SR)-1 有界， 因此

(T + S)RE2 = Iy - A2 乌 (3.6.7)

因为 E凶E <t( 劣）且 A2坠E <t(t/Y), 所以，由定理 3.6.5(2), 联合

(3.6.6) 式与 (3.6.7) 式便推出
1 

T+SEff(X", &) (当11s11 <商r)·
因为当 IISII < 1/IIRII 时， E1 存在有界逆，所以这时

趴E织!!C), 且 ind(E1 )= 0. (3.6.8) 

由 (3.6.6) 式及定理 3.6.6得

ind(E1 ) + ind(R) + ind(T + S) = 0, (3.6.9) 

又由(3.6.5) 式及定理 3.6.6 得

ind( R) + ind(T) = 0. (3.6.10) 

联合 (3.6.8)式(3.6.9) 式和 (3.6.10)式即得

ind(T + S) = ind(T) (当11s11 <点）． ．
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注 从定理的证明中可直接看出，定理中的e 有如下估计：若

R是T的一个正则化子，则可取£< 1/IIRII-
作为例子，我们来考察本节一开始提到的奇异积分算子设

UE炉(S1 ), 其中沪表示贮上的单位圆周． 记

1 u(s) (Hu)(z)全示P.V.J沪二ds (Vz E S1 ).

命题 3.6.8 HE夕(L2 (s1)).
证 首先我们用 Fourier 级数建立炉 (S1 )与z2 间的等距同

构. VuEL2 (S订，将它展开成 Fourier 级数

其中

u(ei0) =区立nO (0�0 < 2兀），
n=-oo 

Cn =卢厂u(e叩e一ined0 (n = 0, 士1, 土2, ...).

容易验证：

砍8
1) 3 u 1---t 伈}�=-oo E l

2

是等距同构的．其次，注意到

e叩
e

:ei0 =½(1 + ::: = :::) 
=½(1 +icot 气），

可见

(Hu)(e'8) =卢P.V厂(1 +icot 勹） u(e叩）dcp

=Co+ iu(e吩，

其中

u(ei0)
1 加 0- cp ＝玩P.V.J。 u(e叩）cot飞-dcp
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是u 的共辄函数，它有 Fourier 级数

其中

五(ei0) = -i 区 c.,i,sign(n)einO ,
n=-oo 

-1, n < O,
sign(n) =�0, n = 0, 

1, n > 0. 

因此 uE炉(S1), 并且 II矶I�!lull. 此外，易见

p : u 1-----t 区 岱in0

n=O 

是炉(S门上的投影算子． 最后，注意到关系式

即得

1 1 1 
Pu= -(u+i匐＋ － 句=-(u+ Hu),2 2 2 

H=2P-I, 

所以有 HE !L'(炉(Sl)).
注 由(3.6.11) 式立即得到若 a,b E C(S订，则

al+ ibH =(a+ ib)P + (a - ib)(I -P). 

引理 3.6.9 如E C(S门，如果定义算子

炉，P]全cp·P-P产

·243·

(3.6.11) 

． 

(3.6.12) 

其中 p 表示炉(S1 ) 上的乘法算子， P 是命题 3.6.8 的证明中引进

的投影算子，那么

[cp,P) E Q:(L
2
(S

1
)) (V<p E C(S

1
)).
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证 (1) 若 <p = eim0 (m E Z), 则

00 00 

['P, P]u =区 孕心+m)0 一区 Cnei(rn十九）0

n=O n�-m 

＝ 区 c
九

ei(m+九)e
,

-m�n�O

它是一个有穷秩算子．
(2) 对任意的三角多项式尸汇心e切o, 由 (1), (cp,P]也是

lnl�N 

有穷秩算子．
(3) 如 E C(S1), Ve> 0, 存在三角多项式 <pg, 使得

c 
JJ<.p-<.pellccs1) < 2' 

从而

II [<p, P] - [cpe, P] II乡(L2(Sl))

=II 扣-C{)e:, P] ll2(L2(S1)) <€. 

于是，由命题 3.1.2(3), 我们证明了：

仰，P] E e:(L2(S1)). 

对西E C(S1 ), 我们称

．

 t::, 
1 2兀

咋= -f i0 
2兀 O

dargcp(e)

为函数中关千原点的环绕数

定理 3.6.10 若 c,d E C(S1 ), 满足 (c·d)(z) =I= 0(\:/z E S门，

则算子 T = cP + d(I - P)豆歹(L2 (s1)), 并且

ind(T) = vd 一
览

其中 Ve 和1/d分别是函数c和d关于原点的环绕数．
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1 1 
证 (1) 取 S = -·P + -·(I - P), 按引理 3.6.9, 它是 T 的正

C d 

则化子．
(2) 注意到，由引理 3.6.9,

T = c·P + d·(I - P) 
= Pc ·P + (I - P)d·(I - P) + K, 

其中 K E �(L2 (S门）． 若用店，l� 分别表示 PL2 (S1 ) 与
(I - P)L2(沪）按 Fourier 展开对应的 z2 子空间则

Pc·P E ,J;(l!), (I - P)d·(I - P) E 乡(l:).

由假设 c 的关于原点的环绕数是 Ve, 这表明 ::le 与 eivc0 间的同
伦，即存在连续映射

使得

F: (0, 1) x S1 
----t C\{O}, 

F(O, ei0) = c(e叩， F(l,ei8) = ei吱

又因为 m 在 [O,l]xS1 上不为 0, 所以有下界 tJ > 0, 分割 (0, 1]

为 N 等分，使得在每个小区间 [tj 'tj+l] 上，

1 
JL!jFI 全 max IF(t,ei0) - F(s,ei8)1 < -. 

t,sE(tj ,t叶1] 0 

应用定理 3.6.7 及其注可得

ind(Pc ·PI Lt) = ind(PeivcfJ ·P尼）＝ －匹

上式最后一个等号是因为 Peivc0 . Pitt 是片上的推移算子．同理

ind((J - P)d·(I - P)lz:.) 
= ind((I - P)eivde ·(I - P) lz:.) = Vd,
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从而（参看习题 3.6.2)

ind(T) =囚 －

匹

注 定理 3.6.10的逆命题也是对的，即如果

c·P + d·(I - P) E�(L2(S勹），

．

 

那么(c. d)(z) I 0(\:/z E S1 ). 参看本书下册第五章

习 题

（本节各题中的宽，仅穷均指B空间）
3.6.1 设 TE 多（克罗），AE <!:(兜穸），求证：
(l)T+AEff( 劣，<!JI);
(2) ind(T +A)= ind(T).

3.6.2 设TE乡(!JC), 8 E /F(t/Y), 求证：

(1) T EB SE织兜 o钞）；
(2) ind(T EB S) = ind(T) + ind(S).

3.6.3 设兜C <!JI, 并且兜一钞的嵌入算子是紧的，又设
T E .;LJ(龙，�)满足：

曰兜 �c(llx归 +IITx归） (\:/x E劣）， (3.6.13) 

其中e是一常数求证：

(1) dim N(T) < oo;

(2) R(T)是闭的
3.6.4 在上题中，如果将 (1) 与 (2) 作为假设，求证：存在常

数 C > 0, 使得(3.6.13)式成立

3.6.5 设 TE多（兜秽），求证

(1) T* E§(矿，�*);

(2) ind(T*) = -ind(T).
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3.6.6 在例3.6.4中，求T的左、右正则化子．
3.6.7设[l C配是由光滑曲线 I' 围成的区域，穷c C(百）

是由在9内解析、在豆上连续的函数组成的闭线性子空间．求
证：限制算子

R: u(z) t---+ u(z)l zEI' 

是穷 -t C(I') 的 Fredholm 算子，并求它的指标

3.6.8设aj (x) E C[O, l](j = 1, 2, · · ·, n),

T= 信） n +a1 (x) 信）
九一 1

+···+a..(x),

求证： TE 步(Cn [o, 1], C[O, 1]), 并求 ind(T).

3.6.9设a(x) E C[O, 1], T = a(x), 求证：

TE 多(C[0,1])¢=今 a(x)-/= 0 (\/x E [O, 叶）．

3.6.10设A E !£(劣），并:3n EN, 使得

I -An E�(劣），

求证： AE多（劣）．
3.6.11设T1 E 织!!£, W), T2 E 织111,fl'), 使得 T办 E

乡（龙，穷），求证：

T1 E 乡（劣炒）仁今花 E 多(t!Y,劣）．

3.6.12设D为复平面上的单位圆盘， H2(D) 是 D 上的
Hardy空间，它指在D内解析且其Taylor系数序列属于 z

2 的函
数全体

(f,g) 全区 a志 (Vf,g E妒(D)),
n=O 

其中

知）＝立n沪，g(z) =产加泸(Vz ED).
n=O n=O 
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又记 S1 = 8D, 对如 E C(S1), 定义 Toeplitz算子Tl() 如下：

T
<f'

= PM砂

其中 P 是让 (S订一炉 (D) 的正交投影算子，即

00 

P: u(ei9) =区心。�u(z) =立n沪(Vz ED),
n=-oo n=O 

Ml() 是 L2 (s1)� 让 (S1) 的乘法算子，即u 1----t cp . u, 而 l, 是
和(D)� 炉 (S1) 的嵌入算子，即

00 00 

1.,: u(z) =区伍zn �u(e叩＝区立吨
九=0 n=O 

求证：若 <p(s) =f. O(Vs E S1), 则 Tc.p E $(H2 (D)), 并且

ind(九）＝ － 卢s:兀darg<p(e叮．
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在 20 世纪 50 年代 “广义函数” 还是一个有争议的概念，然
而，今天它已几乎成为任何一个纯粹数学家与应用数学家都具备
的常识了．

函数概念是在高等数学一开始就引进的 “如果对于量 x 的属
于µ的一个（数）值，都对应着量y的一个唯一确定的值，我们就
说量y是量 x 确定在集合µ上的一个函数．＂ 然而，这样一个基
本的概念，在近代科学技术的发展中逐渐不够用了 ． 我们下面用

几个例子来说明
例 4.0.1 (脉冲） 20 世纪初 ， 工程师 Heaviside在解电路方程

时，提出了一种运算方法，称之为笲子演算（又称运算微积） ． 这套
算法要求对如下的函数（称为 Heaviside 函数）

Y(x) = { 1, x ;;, 0,
0, X < Q 

求微商，并把这微商记作 6(x). 但是我们都知道函数 Y(x) 并不

可微（事实上它在 x=O 点不连续），因此 o(x) 不可能是函数． 它
除了作为一个记号进行形式演算外，在数学上本来是没有意义的．
可有趣的是这个 6(x) 在实际中却是有意义的． 它代表一种理想
化了的＂瞬时单位脉冲．图 4.0.1 表示实际单位脉冲的电流i和
时间 t 的关系图，在 t=O 时接通电源，在 t = t。时截断电源，总
电童：

厂�i(t)dt = 1.

图 4.0.2 表示理想化了的 ＂ 瞬时＇ 单位脉冲．所谓 ＂单位， 是指：总
电量为 1;所谓瞬时，是指 t。-+ 0. 这样看来，代表瞬时单位脉冲的
电流的符号 6(t), 实际上代表一串实际单位脉冲电流函数 in(t) 在
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某种意义下的极限. �(t) 本身并不是一个函数然而在Heaviside
的算法中，却还要求对6(t)再求微商或做其他运算． 于是问题便
产生了：这一切在数学上究竟应当怎样解释呢？特别是它的一些
运算法则推导的依据又是什么呢？

t

+ex>

t

0 to

图 4.0.l

t
 。

图 4.0.2

t

例4.0.2 (Dirac符号） 在微观世界中，把可观测到的物质的
状态用波函数来描述，最简单的波函数具有形式e汃叮-00 < X < 
oo), 入是实数 ． 通常要考虑如下形式的积分：

1 00 

玩f_oo产dx,

并把它按下列方式来理解：

勹00

产dx= lim上
九

产dx
2兀 -oo 九-+00 2兀f一九

1 sinn入
= lim - · . 

九-+00 兀 入

我们立刻就会发现即便如此，极限还是不存在的． 但是物理学
家们却认为这个极限就是前面所说的瞬时单位脉冲 ＂函数”，记作

沁），并称为Dirae符号在量子力学中，进一步发展了不少关于

如）的运算法则，并广泛地使用着
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例 4.0.3 {广义微商） 在数学本身的发展中，也时常要求冲破
古典分析对一些基本运算（如求微商和 Fourier 变换等）使用范围
所加的限制远在 20 世纪 30 年代苏联数学家 Sobolev 为了确定
偏微分方程解的存在性和唯一性，发现如果仅在古典意义下来理
解微商及其所对应的方程，那么一方面会造成很多不必要的限制，
另一方面还排斥了很多近代数学工具使用的可能性因而他推广
了微商，引进了广义微商的概念，提出了广义函数的思想 Sobolev

广义微商的引入，在偏微分方程发展中揭开了新的一页，为泛函分
析方法应用到微分方程理论建立了桥梁

以上几方面都使我们看到：虽然函数概念十分广泛，但是，不

论从近代科学技术来看，还是从数学本身要求来看，都已经不适应
很多需要了 ． 这样一来，自然就有了扩充函数概念的要求．我们也
已经看到：问题不仅在千要引进一些理想的函数，更重要的是要
使这些

“
理想的函数

“
能够比较自由地进行分析运算，特别是要使

“ 理想的函数
“

全部在新的意义下可微，微商后还是某个
“
理想的

函数” 等
首先我们引进一些记号．记多重指标a=(句心2, ...'知），其

中 a1 立2,
... 心n �O 是整数，

九

回＝汇 Oi, a!=叩吵... a 扎
i=l 

x0 = xf1 X�2· · ·x�n (Vx = (x1, x2, · · ·, Xn) E 厌
n),

aa = a::a:: .. -a::, 

而且如果/3�a (系指/3j �aj ,j= 1, 2, · · ·, n), 则

(;) = /J!(a
a
� /3)! = (;J (:) ... (;::) 
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§1 广义函数的概念

广义函数是定义在一类 ＂性质很好＂ 的函数空间上的连续线
性泛函为此，先引进这类 ＂性质很好＂ 的函数

1.1 基本空问�([})

设ilc即是一个开集， u EC(百），称集合

F = {x E [}lu(x) 钮｝

的闭包（关于n)为 u 的关于9的支集，记作 supp(u). 换句话说，
连续函数u的支集是在此集外u恒为0的相对千9的最小闭集．

对千整数k�0 (可以是oo), C�(n) 表示支集在9内紧的全
体C只百）函数所组成的集合，于是

C[f°(il) c ... c ct+1(n) c C�(n) c ... c C8(切．

下例表明C铲([})是非空的

例4.1.1 设

应）全 {
C九 e一志， 团< 1, (4.1.1)
0, lxl�1,

其中

Cn
全 (JI水/卢 ax)-l

是一个仅依赖千维数的常数，那么j(x) E q铲（贮），并且

J j(x)dx = 1.
凡九

从它出发，可以得到许多C铲（即）的函数，VfJ > 0, 令

几 (x) 全加 (i),
我们有如下命题．

(4.1.2)
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命题 4.1.2 设u(x) 是一个可积函数，并在 0 的一个紧子集

K 外恒为 0, 则当 8 > 0 足够小时，函数

叭x)全 f ilu(y队(x - y)dy (4.1.3) 

是 C衍 (Q) 的函数．
证 记 KE, 全{x E 股n ldist(x,K)�8}, 便有当 6 足够小时，

K6 C [}且芞(x) = O(x它氏）（见图4.1.1), 而

护u6 (x) = f il u(y){)功 (x - y)dy (Vx E氐） . (4.1.4) 

图 4.1.1

这是因为，例如说对指标 ao = (1, 0, · · ·, 0), 
1 

俨u6 (x) =巳f
五

忆 (x +妇- y) - j6 (x - y)]u(y)dy 

＝归 In俨j6 (x + 0he1 - y)u(y)dy, 

其中 0 = O(x,y) E (0, l),e1 = (1,0, · · ·,0) E配，利用 jc5 的连续可

微性， 3 常数 M知 ，使得

护仇 (z)I�M.。。 (\/z E贮）．

再应用 Lebesgue 控制收敛定理即得

沪u8 (x) = f lim 沪。j0 (x + 0he1 - y)u(y)dy 
n h--+O 

=f 产儿 (x - y)u(y)dy. 
g 
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逐次应用上述步骤，得任意指标 a 的等式 (4.1.4). • 
定理 4.1.3 若u E ct(n), 则

llu0 (x) -u(x)llck(歹）�0 (8�0). 

证 把 u(x) 定义延拓到全空间配，在 9 外补充为 0, 对
妇=(a1立2'... 心），当回 �k 时，我们有

沪uo (x) = f R九u(y)8江 (x -y)dy 

= (-l)lalf R九u(y)o饥 (x -y)dy 

= f Rn驾u(y)j6 (x -y)dy 

=f沪u(x - 8y)j(y)dy, ]Rn Y 

从而

I铲u6 (x) -铲u(x)l�flR九 I铲u(x - 8y) -a0u(x)IJ(y)dy. 

注意到j(y) = O(IYI�1), 而胪u(z) 在

(supp(u))i 全{x E股n jdist(x,supp(u))�1}

上一致连续．设> 0, 30 < 80 < 1/2, 当 0 < 8 < 80 时，

所以有

1a0u(x -8y) -a0u(x)I < C (Vx E JR九

, IYI�1), 

骂九 1a飞(x) -铲u(x)I <cf即 j(y)dy =€. • 

推论4.1.4 若 µ 是 9 上的一个完全可加测度，由

巨却= 0 (如 EQ衍(fl)),

便能推出

巨却= 0 (如 E0i即））．

证明从略，留作习题
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定义4.1.5 在集合C铲(Q)上定义收敛性如下：我们说序列
妇｝收敛于 <po, 如果

(1)存在一个相对于0的紧集Kc n, 使得

supp灼） C K (j = 0, 1, 2, .. ·);

(2) 对于任意指标 a= (a1 立2, ... 心n) 都有

芦 la飞 (X) - aa cpo (X) I --+ 0 (j --+ 00) .

带上述收敛性的线性空间C扩(D) 称为基本空间勿(D).

注 我们只在P(D) 上引进了收敛性，并没给定拓扑，而上
述收敛性，并不能由任何范数，甚至准范数导出. 9(D)不是B*

空间
命题4.1.6 P(fl)是序列完备的，即若{cpj}芦o是一个基本

列它适合

(1) :3公共紧支集 K, 使 supp切） c K,

(2) 没> 0, 加， :3N = N(£, a) E N, 使得

霄位飞 (x) —8飞 (x)I 心（当 m,n > N),

则必有 cpo E�(il), 使得伤--+ cpo (j --+ oo).

证明从略，留作习题

1.2广义函数的定义和基本性质

定义4.1.7 P(D)上的一切连续线性泛函都称为广义函数，
即广义函数是这样的泛函 f: P(D) --+股，满足

(1) 线性：

(f, 入1华〉1+ 入2<p2〉=入1(/, cp1) +入2(!, cp2〉

(V 妇乎2 E 9(fl), V入1, 入2E 劂；

(2) 对于任意的 {'Pj} C勿(D), 只要伤--+ <p叭P(D)), 都有

(J, 华勺〉--+ (f,'Po〉 (j--+ oo).
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一切广义函数所组成的集合记作勿(D).
例4.1.8 o函数设0E il, 定义

（＆，份= cp(0) (如E勿（切）．

显然6是线性的，而且当饬 ---t <po (�)时，我们有

lcpj(0) - <po(B)I ---t O (j ---too).

从而

(o,'PJ〉='{)J (0) ---t <po (0) = (o, <po〉 (j ---t 00), 

即}在 PJ(fl) 上是连续的，所以是一个广义函数．
例4.1.9 对任意多重指标a= (a1, a2, · · · 立n), 定义

(a(a)' 吩= (-1)1°1(a气p)(0) (如E PJ(il)),

则b位）也是一个广义函数
例4.1.10 设J位）是 n 上的一个局部可积函数，即对于任

意相对于0的紧集K, 积分

f lf(x)ldx < oo,
K 

记作距） EL品(il), 那么 f(x) 对应着一个广义函数

(f心＝归位）如）dx (如E 卯(il)). (4.1.5) 

证 线性条件显然，再验证连续性：若伤 ---t <po俘(il)), 则存
在紧集 Kc n, 使得

supp灼） CK, 且
�E节厄(x) - <po位）I ---t o U ---t oo) .

从而由 Lebesgue 控制收敛定理，便有

l(f, 华勺） - (f, 华o〉 I

�f Klf(x)I· 陌(x) - <po(x)ldx----+ 0 (j----+ oo). •
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注 1 若把几乎处处相等的局部可积函数不加区别，则

f(x)�f(L品（切一份'(Q))

的对应是 1-1 的事实上，要证：若 fEL盓(il), 且

归. <.p中= 0 (如E卯？）），

·257·

则 f(x) = 0 (a.e. 于n). 这只要证 V 闭球 B(xo, 8) c il, 都有

f位） = 0 (a.e. 千B(xo, 8)). 为此考察函数

如全{ sign/(x), x E B(xo, 6),
0, X 巨B(xo, 8), 

显然有肛 L1 (n), 并且在 0 的一个紧集 B(xo,8) 外为 o. 应用习

题 4.1.1, C8°(il) 函数可以任意逼近这个函数，即函数

加）全 f[JJ(y)j心-y)dy.

当 8>0 足够小时，有

llh- 九Ll(Q) —�o (fl-+O),

且 hE份(D). 从而由 Riesz 表示定理（定理2.5.4) 和 Lebesgue 控

制收敛定理我们有

fB(xo,6) 
lf(x)ldx = f nf(x). � 位）dx 

= lim f J(x)· 几 (x)dx = 0, 
&i--+O D 

其中伈｝是使得几 -t f (a.e. 于Q)的正数列即得

f(x) = 0 (a.e千 B(xo,8)). 
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注2 并不是所有的函数都是广义函数事实上，普通的不
可测的函数并不能看成是广义函数确切地说，广义函数只是局
部可积函数的推广． 每一个局部可积函数按 (4.1.5) 式对应一个
广义函数，在这个意义上，我们说每个局部可积函数都是一个广义
函数今后，凡将一局部可积函数看成广义函数时，都按这种方式
定义值得注意的是这种对应并非在上的，也就是说勿(Q)含有
比 L品(Q) 更多的元素（见习题 4.1.2). 也正因为如此，我们才把

勿(Q) 中的元素称为广义函数
例 4.1.11 若µ是0上的一个完全可加测度，则

(f劝 =f卢(x)dµ(x) (如E 卯(fl))

也定义了一个广义函数，这对应同样是 1-1 的（推论 4.1.4).

例 4.1.12 若Q = (0, 1), 则
00 1 归心 "'(j) (-=) (咋 E 叭n))

j=l J 

也是一个广义函数
定理4.1.13 为了/E勿(il), 必须且仅须对任意相对于9

的紧集K, 存在着常数C及非负整数m, 使得

厄吩 ,�c 区 sup l8°
cp(x)I (如 E 勿(il),supp(cp) c K).

回扫
xEK 

(4.1.6) 

证 充分性是显然的，下证必要性． 用反证法倘若不然，有

紧集 K, 使得 (4.1.6) 式不成立．因为 (4.1.6) 式对中是齐次的，所
以对汾 EN, =1<pj E 勿(il), 使得 8Upp灼） CK, 并满足

1 

supjf:J。'Pil�-: (I(斗 �j),
咚K J 

以及炉句=l. 因此，妇｝在 �(Q) 中收敛于 0, 从而

(!, 伤〉---+ 0 (j ---+ 00) . 
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这显然是不可能的．

1.3广义函数的收敛性

在份'(叨上可以规定加法与数乘

（（入1/1 十入2!2),'P〉=入 1(/1,'P〉十入2(/2,'P〉

（如E�([}), \/入1, 入2 E脱），

．

 

从而勿位）构成一个线性空间． 现在在勿(D)上引入＊弱收敛
定义4.1.14 称 {Ji} C吩'(D)*弱收敛到foE勿（切，是指：

(fj , 9分 一 (Jo, 份 (j -4 oo) (\:/<.p E�(il)). 

在此我们强询一下：广义函数意义下的收敛是十分弱的收敛．
下面举几个例子来看一下．

例4.1.15 在股上，
1 

力(x) = sin 扛
· 一 · 一(j = 1, 2, · · ·)

兀 X

是一串 Lfoc顷）函数，从而可以看成是广义函数列我们有

Ji ---+�(�'(D)) (j ---+ oo). 

证 因为有

1 T sin卢
lim -f -dx = l,r-oo 冗 一T X 

所以如E (})氓），存在To> 0, 使得supp(cp) C [-To,17叶 一方面，
当T > Tl。时，

厂OO几(x)·cp(x)dx = s:
T

几(x)·cp(x)dx;

另一方面，Ve> 0, 取 T1足够大，以致T>T1时，

旧:T宁dx-1口
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从而当 T > max{To, T1} 时，

I (儿，份－叭0)1,;;; I 汇气仰(x) - ip(O)]dxl +; 仰(O)I

＝元 Is
。

sin扛
1 T . cp(x) + cp(-x) - 2cp(O) £ 叫+ 2Jip(O)I-

X 

固定 T, 由 Riemann-Lebesgue 引理存在正整数彻，当 j>n。时，

；国 sinjx 沁） ＋叭�
x) - 2ip(O)

dxl < i, 

于是得 (Jj ''P〉-+ <p(O) = (o, cp) (j -+ oo)(如 E�氓））． ．

例 4.1.16 设 io(x) 为例 4.1.1 中定义的函数， 8> 0, 则当
护-+ 0 时， Jo 作为广义函数列收敛到 f>(勿（贮））． 又若用斗。表示

广义函数：
（斗。，吩 =cp仰o) (Vcp E�(股九）），

贝U io(x - xo) --+斗。 (8-+ 0).

证 直接利用定理 4.1.3. a 
对于在 Xo = 0 点的 8 函数，在不会产生混淆的情况下，也可

以略去下标，直接写成＆
例 4.1.17 设儿(x) 是 9 上的一串局部可积函数列，并且对

任意相对于 0 的紧集 K 存在常数 Mk, 使得

lfi(x)I�Mk (\/x E K,j = 0, 1, 2, · · ·), 

并且儿(x) 一儿(x)(j-+ oo)(a.e.x E 切，则作为广义函数列儿，

（儿，份= f n儿(x)cp(x)dx (j = 0, 1, 2, · · ·),

在广义函数意义下收敛到儿

证 由 Lebesgue 控制收敛定理直接得到 • 

例 4.1.18 设 f心） =e勺杠1
2

, 令

力 (x) = j环(v]x) =片e-j兀lx1
2

(j = 2, 3, ...),
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则有

(fj'cp〉一位吩(j�oo)(如E勿（贮）），

其中力是函数儿(x) 所对应的广义函数 (j = 1,2,3, · · ·). 
证明从略，留作习题

习 题

4.1.1设1�p< oo, 求证： C0(il)在炉(il)中稠密．

·261·

提示 (1)若uEL叮il)(l < p < 00), U8(X) 是按 (4.1.3) 式构

造的函数，则按 Young 不等式（引理 2.5.14), 便有

llu8 llv�llullp · 

(2)用Luzin 定理证明 C8(il)在LP(il) 中稠密

(3)用典型的纣3论证法． 从u E LP(il) 出发，为了找到

U8 E 0i铲位），使得它逼近u的误差

四-u脰< c.

我们可以分三个步骤进行，每步引进的误差各小于纣3.

第一步：找<pE碍（切，使得llu-'P脰< c/3; 
第二步：找<p8E 0i衍位），使得胪- cp8llp <纣3;

第三步：找四E <Ji铲(Q),使得ll'P8- U8 llp < c/3. 

4.1.2 求证： 8 函数不是局部可积函数
4.1.3设

求证

庐） = (1+ I); (j = 1, 2, · · ·) (x E 劂

儿（动一泸(f)'(脱））．

4.1.4 在勿氓）中，求证：
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(1) 
1 1 

兀 沪 +e2
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--t tl(x) (c 一 0+);

(2) 古 exp 勹） ----, b(x) (t----, o+).

4.1.5 设 nc 贮是一个开集，又设K是0的一个紧子集，
求证：存在一个函数 cp E Cgo(il), 使得0�cp(x)�1, 且中位）在
K 的一个邻域内恒为l.

§2 B。 空 间

我们来仔细分析份位）的收敛性，同时也研究一些其他有关
的空间设K是相对于9的紧集，又设 C00 (il) 表示9上的无

穷次可微函数全体，我们引入

!!JK = {t.p E G00 (fl)jsupp(t.p) CK}, 

其收敛性规定如下： l.fJ i --t'{Jo'是指对任意的多重指标a,

max I 8°(cp j -'Po) (X) I --t O (j --t 00). 
xEK 

我们当然想用范数来刻画这种收敛性，但是无论如何这种收
敛性不能用一个范数来描写． 事实上，可以引入可数个范数：

II主＝区总产a<.p(x)I (m = 1, 2, · · ·). (4.2.1) 

回�m

卸上的收敛性是由这可数多个范数{ll'Pllm}描写的：为了'Pj ---4 0

（乳），必须且仅须对 VmEN, 有

ll'Pj lln飞 一0 (j---400), 

即Ve> 0, Vm E N, 3N = N(c, m), 使得II叫忨< c(j > N). 

于是引出如下定义
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定义4.2.1 设龙是一个线性空间，称它是可数范数空间
（或 Bo 空间），是指在它上面有可数个半范数 {II·I忨｝盆= l > 满足：

(1) llx + Yllm�II土+II叭忨 (Vx,y E览）；
(2) 11入xll m

= I入l llxllm 伈E股，XE度）；

(3) llxllm�0, 1101忨= 0 (V 兀 E 免）．
(4) llxll m 

= 0 (m = 1, 2, · · ·)女X =0.

注1 实际上每个 II·llm 是半范数．
注2 在可数范数空间定义中，可数个半范数可以换成满足

下列条件的可数个半范数：

llxll� �llxll; � · · · � II叫I��··· (Vx E 览）．

事实上，只需令

llxll�= max( llxll1, · · ·, II叫忨） (Vx E 免）．

定义4.2.2 在线性空间度上给定两组可数个半范数

{II·ll m}笠=1 与 {II·II�}笠�1,

如果它们导出相同的收敛性，则称它们是等价的
命题4.2.3 在线性空间劣上，为了两组可数个半范数

{II· 肛｝笠=1 与 {II· 11�}�=1

是等价的，必须且仅须 VmE N,:3m'EN 及 :3Cmm'> 0, 使得

llxll m �C mm'llxll估(Vx E .¾),

并且 Vn'EN, :3n E N 及 :JC妇 > 0, 使得

曰�I�c如llx 临 (Vx E 免）．

证明从略，留作习题
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命题4.2.4 每个Bo 空间劣必是一 个尸空间， 即若
{11·llm}盆=1 是可数个半范数，则

00 

曰＝区
m=l 

1 llxllm 
—· 

沪 l+llxllm
（妇E免）

是一 个准范数，并且II·II导出的收敛性与{II·I阮｝盆�1导出的收

敛性一致
证明从略，留作习题（参照 S 空间的收敛性，见例 1.4.7).

以下举一些Bo空间的例子
例4.2.5 织是Ba 空间其可数范数ll·llm按 (4.2.1) 式规

定
例4.2.6 C(n). 设0 是贮中的任意开集，又设Km是一

串相对于9的紧集，适合
00 

K1 C K2 C K2 C K3 C .. ·C Km C·.. C [}, U 凡=il,
m=l 

并令
I 归忨＝ 区max a0 cp(x)I (m = 1, 2, · · ·). 

xEK1n 
回扛

用C(fl)表示带有可数范数{llcp肛｝盆=1 的线性空间 C
00(n),则

C(fl)是一个Bo空间（易证）．按定义，为了伤---+ O(C(fl)), 必须
且仅须没> 0, Vm EN, =IN= N(c, m), 使得

max 8°cpj(x)I <£(Vic汁�m,Vj > N),
xEKni 

或者说在每一个相对于9的紧集Km上，直到m次导数一致收
敛于0.

注 织il)上的收敛性与紧集列{Km}的选择无关即按不同

的紧集列定义出的两组可数个半范数是等价的．其证明留作习题
例4.2.7 夕（配）．用夕（贮）表示集合

伈 E C
CX) 国） lsupl(l+I叶）切:i:cp(x)I�Mk,a < 00

(k, 回=0, 1, 2, ·..)}.
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定义半范数为

ll'Pllm = sup 1(1 + lxl2 )1¥-aacp(x)I (m = o, 1, 2, · · ·).
伈1�m
XE氐

九

欢配）上的函数称为速降函数，其任意阶导数在无穷远处比
任何负幕次下降得都快确切地说对任意非负整数 m 及多重指
标a, 都有

lim (1 + lxl 2 )芳1a0<.p(x)I = o.
团-oo

定义4.2.8 (完备性） 一个Bo空间劣称为是完备的，是指
其中的任何基本列都是收敛的完备的Bo空间称为B。空间

例4.2.9 夕（贮）是B。空间．
证 设 {'Pv (x)}是夕（即）中的一个基本列由定义，对VmEN

及咋> O,:jN = N(m,c), 当µ,v > N时，

从而

sup (1 + 1x12 )�1a0(<.pµ -'Pv )(x)I <€. (4.2.2) 
回扫
xER九

(1) 因对每个m, {ll<pv l忨｝是有界的，故必存在常数 Mm , 使得

sup (1 + lxl2) rg, 180:
<pi丿(x)I�Mm (v = 1, 2, · · ·),

回 �m
xER九

1a飞(x)I�
Mm

(1 + I年)m/2 · (4.2.3) 

此外，在任意有界闭球 lxl�R 上，位呤v(x)} 依一致范数是基本
序列所以在团�R上，｛胪钞位）｝有一个一致极限如(x), 满足

I黔(x)I�
Mm 

(1 + I年)m/2
(lal�m). (4.2.4) 

(2) 如(x) = 8呤o(x). 其实我们只要证明

劝(l,O,···,o)(x) = Bx冲o(x)
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就够了，因为其余部分用归纳法递推即可事实上，对任意的R>O,
当杠l�R时，我们有

以及

8x1'Pv(x)� 劝(1,0,…，o)(x) (v一7 oo), 

钞(x)� 心o(x) (v-too).

对没>0, 取M{ >0, 及No EN, 使得

j 缸1
c 

回>M{ (1 + I研）1/2 <邧斤 ＇

以及

I劝(1,0,···,o)(x) - Ox心(x)I <氝（团 �M归>No),

便有

汇loo劝(1,0,···,o) (x''x2, ...'环）dx'-<fJv(X1, x2, · · ·, 环） 1

= lf
x1 

[心(1,0,···,0)(x',x2,···,心-8沪树，功， ． ． ．，环）)dx'-oo 

,;; f杠'l>Mf I吵(1,0,-··,o)(x',x2, ... , 环) 1dx'
I 

寸 匹<fJv(x'心2,...'环) ldx'曰>M{

寸 I劝(1,0,···,0)(x'' X2, ...'环） -8沪但，X2,...'心血＇

lx'l�M1 
E I E 

<2M1·-+2M · —- =E. 
4M1 1 4Mf 

从而
X1 

劝o(x) = f虳，O,···,o)(x'心2,... , 环）d叫，

即

一00

邺，0,... ,o)(x) = Ox冲o(x).
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这也同时证明了劝o(x) E夕（贮）．
(3) I阳－劝oll m �O(v�oo). 事实上，对'efc > 0, :3R > 0, 使

得当团 >R 时，

Mm sup I;_泸(l.fJv(x) -心o(x))I�-- , ,,..、 ，,.. <€. 
lal�m 

再确定N, 使得当v>N时，在团�R上有

sup I伊(l.fJv(X) -心o(x))I <£. 
回扫

从而
8。华）v(x)二8。心o(x) (v 一�oo, Vx E 阻

n).

因此，在 (4.2.2) 式中令µ--+ oo, 即得

ll<p11 一 心oll�c (Vv > N). 

于是空间夕（即）是完备的 • 

注意，份({})不是 Bo 空间但是关于 !!)(il)的收敛性我们有
如下命题

命题4.2.10 为了 <f)v --+ <po(�(n))'必须且仅须存在紧集

Keil, 使得<po,<pv C纺K, 而且

ll<f)v -<po llm ,k --+ 0 (v�oo, m = 1, 2, · · ·),

其中ll<pllm ,k是绕上的可数范数
证明从略，留作习题
正如在本章§1中见到的那样，勿(il)表示广义函数全体，它是

叭[l)的共辄空间对于织(n), 趴切，夕（即），我们也要考虑相
应的共辄空间，分别记作劣k(il), 护(il), 沪（贮），特别当[l =贮
时，简单地记作劣炉炉，沪．显然有

歹c沪c�欠
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首先我们要论证这些空间有足够多元素，然后设法把它们表

示出来为此，我们把 B 空间上线性泛函的连续性与有界性的关

系（命题2.1.11)推广到B。空间

引理 4.2.11 设兜是一个 B。空间为了龙上的线性泛函

J是连续的，必须且仅须 3mEN 及 Mm>O, 使得

I(! 心!�M叫回压 （如 E 免）．

证 充分性显然必要性用反证法 倘若不然对妇击，3x长

兜，使得

那么

l(f, Xn〉 I>nllx九 lln·

(1) 如果 3NEN, 使得 llxn lln =/= O(Vn�N), 令

t:;. Xn
Yn =

nllxn lln 
(n�N), 

llx山 1
IIY中=

I
�- (当n�max(N,p)).

叭Xn lln n 

(4.2.5) 

故Yn -+ 0(n ---+ 00). 但l(f,y份I> l(n�N), 这与 J 的连续性矛

盾

(2) 如果存在忨｝芦1, 使得 !Ix九J九i = O(i = l,2,···), 那么有

l(f心n1 〉I>o, 令

际＝ 二

(J,x吩
(i=l,2,···), 

便有 (f,YnJ = 1, 但 IIYni阮 = O(i= 1,2,···). 这也与 f 的连续性
矛盾 ． ． 

定理4.2.12 任意B。空间劣具有足够多的连续线性泛函．

证 若 Jo 在劣的一个线性闭子空间耽上有定义且连续

线性，则存在半范数 II·llm 及常数 Mm>O, 使得

l(fo,X汁�Mmll叫阮 (Vx E疡）．
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对于半范数 II·llm, 应用 Hahn-Banach 定理（定理2.4.4), Ji。可以

扩张到全空间究，即 j 满足f匡= Jo, 且

l(f, x〉I�Mrnll xllrn (\/x E览），

从而fE兜＊ ．于是对西。=I= 0, 叮E宽＊，使得(!心o〉= 1.
由定义即可推出如下命题 ．

命题 4.2.13 如果有一个玩空间龙，满足 �(D)� 究，即
�(D) C穷，并且

伤一 <po(�(切）＝今 <()j -t <po (免） (j -t 00), 

那么勿上的任意一个连续线性泛函f, 必有fE勿(D).

例 4.2.14 劣＝房(D) 或口(D)(l 勺 p<oo) 或 Ck (D)(kEN) 

等都满足 �(n)� 览，从而有护(D), Lq(D)(I/p-t-1/q= 1), [Ck(D)]* 

等都包含千勿位）．
现在我们来用积分表示沪中的广义函数
定理 4.2.15 为了f E沪，必须且仅须3m EN及匹E

炉匡）（回�m), 使得

(! 心＝区 I 妘(x)西(x)(l + lxl 2卢 dx (如E夕）．
股九

回 �m

证充分性显然，只需证必要性
(1) 先证明

曰坛全 (L f
股九 (1+1年）叫西(x )l2 dx)

½

(m = 1, 2, · · ·)

回扫

是夕上的一组等价范数．这是因为

|仰II盓<汇 sup (1 + I式）m+n1aa<p(x)l
2 f ——­

dx 
砓九

xE股九回扛

�cll<pll盂+n,
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ll<fJmll = sup j(l + Ix尸） �aacp(x)I回五
xER九

＜ 沪
-....... sup JR九 I 8x1 ... 彻n

(1 + I式）｀位） 1 位
回�m

,;:; C 尽f
m

fRJl+ J平）坛飞(x)Jdx

（其中 e= (1, ... ,1)) 

,;; C 区 (f (1+ I叶）m+伽妇陆）
合

凡九

回�m+n

dx 兮
X (f贮 (1+1年)n) 

�C1 ll<fJll�+n· 

(2) 对j 应用引理4.2.11, :3m EN, 使得

I(!,<纷I�em llcpll坛 (\/<p E夕）. (4.2.6) 

于是 j可以连续地扩张到以 II·II� 为范数的Banach空间劣m 上

注意到 II·11坛满足平行四边形等式所以它可引出内积

(<p, 劝）m = L f 趴七）. a冗(x)(l + lxl2 仅dx,R九

回�m

并且构成Hilbert空间

(3) 现在应用 Riesz 表示定理（定理 2.5.4), f 对应着 uE 龙加

使得

其中

(! 心＝区 f aau(x). aa心）(1 + I式）江，
设九

回�m

f 1a0u(x)l2 (1 + I年）m缸< 00.
氏九
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Uc义(x) = (1 + lxl2)哿8°u(x) (lal�m), 

·271·

便有u。 E£2 (配），并且对咋E夕，有

(! 心＝区 j贮匹(x)8a
cp(x)(I + JxJ 2卢 dx. (4.2.7) 

回�m •

习 题

4.2.1 验证：在例 4.2.6 中，房(il) 上的收敛性与紧集列 {Km}
的特殊选择无关．

4.2.2 设脰II�= sup lxk o吵(x)l(m = 0, 1, 2, ·..), 求证：
因，lal�m

xE股n

II·II坛是夕（即）上的等价可数范数

4.2.3 验证：织 (il) 与房(il) 都是 B。空间

4.2.4 设G 是复平面中的有界开连通区域 ． 记 A(G) 为 G 上

的解析函数全体，按下列方式规定可数半范数组成的空间：设

G1C 互 CG2 C百2 C···C Gm C百m C···CG

是一列连通集， Gm(m=l,2,···) 是开的，其边界由有穷多段可求

长的曲线围成，满足： U 豆n =G. 令
m=l 

ll<fJllm = ID: 空仰(z)I (V<p EA(G)). 
zEGm 

求证： A(G) 是 B。空间，又若亿}�1 c A(G), 有数列 {Mm}盆=1 ,
使得

ll'Pnll�Mm (m = 1,2, · · ·;n = 1,2, · · ·), 

则{<p叶�=1 必有收敛子列
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§3 广义函数的运算

设A: 叭fl)-+ !?J(D)是一个线性算子，称它是连续的，是指

伤一叭�(il)) =今 A<.pj-+A叫�(il)) (j-+ oo). 

例 4.3.1 任意微分算子沪是 �(il) 上的连续线性算子．
证 V 相对紧集 Kc n, 护：免K-+ 勿K , 并且

118为肛＝区max af3+o: 
忒(x)I�ll'Pllm+回. • 

xEK 
l/31�m 

铲在L2 位）上不是连续的，但却是闭的．
例 4.3.2 乘法算子．设劝 E C00(il), 由劝决定一个乘法算

子
A: cp� 成<p (如 E 勿(il)),

那么A是连续线性的．
证 因为V 相对紧集 Kc il,A: 勿K-+ 勿'K, 且

II劝．主＝区maxi铲（吵份(x)I
xEK 

回�m

\呈罢节呈（炉句(x) . {)"'一拓（吩

�C(m, 劝）ll'Pllm• 

在勿(D) 上定义算子A*如下：

(A* f, 斗)〉= (f, A<.p) ('v华） E�(n), 'v f E�'(n)).

显然，A*: 勿(f2) -+勿(il) 并且是连续的．事实上，如果/j -+ f

（勿(!t)),j -too, 那么对如 E�(il), 有

(A* Ji, <p〉= (!J,A<p〉-+ (/, A<p) = (A* f,'P〉(j -t 00), 
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即得 A*fi�A*f,j�oo.

按照这种方式我们来定义广义函数的各种运算．

3.1广义微商

定义4.3.3 称'fja = (-1)。妒）＊为a阶广义微商运算，即
叮E勿(D),

(aa f'(纷= (-1)伈灯，铲吩 （如 E 份(D)).

注1 若j位）E c1
(n), 依自然对应：

．

 

归〉= f nf(x)cp(x)dx (如E卯田））

产生的广义函数仍然记作f,f有广义微商盆f (即aaf,a = 

也，o, ... ,o)), 同时J(x)有普通的微商8xif, 我们说盆f

正是佐f 对应的广义函数．这是因为

(Bxif, 吩＝ － 如碍） = -f nf(x)8xicp(x)dx 

= In佐f(x)<.p(x)dx (如E 卯(il)).

注2 广义函数对微商运算是封闭的， 即任意广义函数/ E 
勿位）都可以做任意次广义微商当然，即使是局部可积函数，也
未必能做普通微商，但当把它看作广义函数时，总可以做广义微

商，做广义微商后所得的是广义函数，未必是普通函数
注3 若a,/3是任意两个多重指标，则

aa .'ij/3 = aa+f3 ='ijf3 . 护 ．

注4 由护的连续性，

Ji --+ f O (j --+ 00) ==} 1ja 
/j --+ 1ja f O (j --+ 00),

可见广义微商与极限总是可交换的．
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则

公式 4.3.4若

证

Y(x) = { 1
, x > O,

0, X�0, 

8xY(x) = 6(x). 

(8xY. 心= -(Y,q或=-f00 。 <p'(x)dx 

= i.p(O) = (6, 吩 （咋 E 勿佴））．
公式 4.3.5若 b伈）是例 4.1.9 引进的广义函数，则

护0 =&(a). 

证 (8°6, c.p〉= (-l) la l(6,8。中〉

= (-l)lal (aa
cp)(0) = (o(a), cp〉·

公式 4.3.6设l=免+···+径，那么

入杠12一九 = (2 - n)n九o(x) (n�3), 

L\ln 团 =2动(x) (n = 2), 

其中 iln 是配中单位球面的面积
证 (1)当畛3 时，如 E�面），我们有

妇2一九，吩＝（团2 一九，知）＝阳 f
杠 I 芩

肛1 2
一九知 (x)dx

G,een 公式 lim [f 凶年飞位）d兀e--tO 回�e

寸 lxi�e ('P气二 -r

2一空）叶

． 

． 

其中如是球面 {x E 厌
n l I叫= c} 上的面积元 r = lxl. 上式之所

以成立是由于 中 具有紧支集，所以可以取一充分大的球 B(0, R) =
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{x E妇团< R}, 使得supp(cp) c B(0, R), 再应用 Green公式
注意到

即得

的尸= 0 (当杠I =I o), 
扣€2-n f —da = O(c) -+ O (当c --? 0),回=e祈

cl-n f <p(x)da-+ <p(O)iln (当c-+ 0),
旧=e

(Alxl 2 一九

， <p〉= (2 - n)c.p(O)iln

= (2 - n)f2九 (&, <p〉(Vc.p E�(JR2)). 

(2)同样方法证明

(6. ln lxl, cp) = 2兀(b, <p〉('if<p E�(]i.2)). a 

3.2广义函数的乘法

对于任意的吵 EC00(il), 以及 fE勿(il), 定义

（劝!, 份= (/, 劝吩 (Vc.p E�(il)), 

即定义广义函数对 C00(il) 函数的乘法为 �(il) 上乘法算子的共

辄算子显然它也是连续算子．

公式4.3.7

平位） = { (-1r (m':'n)!/j(m-n)(x), m�n,

0, m < n. 
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证(x吩m&(x), <p(x)〉= (-1)气&(x), 沪(x呤(x)))

m m = (-1)飞 (r)(伊沪）（沪-r<p(X nlx=O

＝｛忒勹 !
n!(沪

－
呤）(0), 当m江

0, 当m<n

= {; 二了(m-n)(x), 份， 当m江,
• 

0, 当m<n.

容易看出，当fEL品(fl)时，对焊E C00(il), 劝J的通常定
义与作为广义函数的定义是一致的

注 一般不能定义两个广义函数的乘积，特别是两个8函数
相乘，因其结果不再是广义函数

3.3 平移算子与反射算子

归E即，定义石。：织贮） ---t !!J(贮）为

(rx0 cp)(x) = cp(x - xo) (Vcp E !!J(lR九）），

我们称石。为平移算子．易见石。E夕（勿（配））．
定义4.3.8 Vxo E即，亡。 全 （仁xo )*, 即对叮E勿（即），有

(Txo f, 华)〉=(f,r一Xo <p〉=(J, cp(x + xo)〉 ('v勺:>E !/J(胶九））．

注 社。是平移笲子的推广． 丰实上，若f(x)EL蛉（即），则

对西。E配，有

j贮 f(x - xo)cp(x)dx = f R九 f(x)cp(x + xo)dx 

= (f, r一 xo吩＝（五。f心

(Vcp E份（匣n)),
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即得弘f= f(x - xo) =石。 i
\/x E贮定义 (j': !!)(即） -+ !!)(即）为

(a<p)(x) = <p(-x) (如E织贮），

我们称 6为反射算子易见aE 2(!!)(即））．
定义4心9 a 全 a*. 即对叮 E勿（即），有

（句？，吩＝矿f心= (f,a份 （如E织贮））．

注 6是反射算子的推广．事实上，若f(x) EL盓（即），则有

f JR九八－心(x)dx = f f(x)cp(-x)dx
= (!, (j'吩＝（行f, 吩

（如E�(贮）），

即得叮 =f(-x) =叶

习 题

4.3.1 计算：

(1) 甸xi;

(2)和式（入E脱，入凶0), 其中

畔 = {�: 入
X > 0,

X�0. 

4.3.2 求证

，
 ）

1-
x（v

 

p＝ 
I

 x.1ln
~
d-

dx
 

\ i_lnlxl,'P) = Jim J 妇dx (如E份限））．dx c-+O+ lxl沿E X 
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4.3.3设 [2 = (a,/3) C股，Xo E il, 又设 f E 01(趴伈}), Xo 
是 f 的第一类间断点且 f' 在叭{xo} 内有界．求证：

其中

.� .. 

一"一

dx 
f = !'+ (f (xo + 0) - f仰o - 0))6(xo)-

4.3.4 求证对叮E勿（贮）有

姐f
1 

= lim -(于
h--+O h -heif - f),

ei = (O,···,0,1,0, ... ,0) (i= 1,2, ... ,n). 
、一-v-----"

i 

4.3.5 求证对叮E�'面），以及如 E 叭贮），函数

g(y) = (!''T -y'P〉Ecoo(JRn). 

4.3.6 求证：每个 /E沪必是炉（贮）函数乘以多项式的广

义微商之有限和即动。 E£2 (贮）及偶数 m, 使得

f=(-1) 回区妇(1 +奇）�ua]-
回扛

提示 利用 (4.2.7)式(4.2.7) 式中的 m 可以认为是偶数，这
是因为必要的话可在 (4.2.6) 式中用 2m 取代 m.

§4 沪上的Fourier变换

对于 <.p EL1 (贮），中的 Fourier 变换定义如下：

（妇）(e) = f ]Rn cp(x) exp(-加ix·e)dx, (4.4.1) 

其中 x -�= x16 +x心+··· 十x忒m



第四章广义函数与Sobolev空间 ·279·

熟悉分析的人都知道， Fourier 变换无论是在理论上还是在应
用上都是十分重要的工具但是，能定义 Fourier 变换的函数实在
受限制太强了． 一般的L巩贮）(p > 1) 函数未必在L1 (即）中，从
而积分 (4.4.1) 可能没有意义 ． 最简单的函数 cp(x) 三 1 (或更一般
的多项式），更无从使 (4.4.1) 式的积分收敛引进广义函数的另 一

个重要推动力是扩大 Fourier 变换的定义，使得这个重要工具能够
方便而又灵活地运用．

命题4.4.1 乡 E .ft'亿）．

证 注意以下两个事实：

(1) 多(8°
<p) = (2或）a(心）((),

(2) ffe((-2兀ix)0
cp)(�) =护（尹cp)(�)'

便有

II歹叫忨= sup (1 + 1�12 )引沪（乡吩(�)I
包

九

回扛

飞飞仁 [(1
一 点）

芳

(-2itix)。�])亿）

,;;; I 。三九
1(1- 卢）

芳

(-2itix)"ipl dx

�sup区儿，p,qf lxP 西归
回�m p�a 

q�m 

�Mm sup (1 + Ix尸）赞+n 1a0

cp(x) I
电

九

回�m

�Mm ll'Pllm+2n (m = 2, 4, 6, · · ·), 

其中 Aa,p,q 及 Mm 皆为常数
称积分

怎）(�) = f贮 cp(x) exp(2兀ix·{)dx

． 
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为函数中的Fourier逆变换，或Fourier积分
命题4.4.2 歹=(J乡，从而歹E2忆）．

命题4.4.3 若 <p, 劝E夕，则

证

（乡cp, 切= (cp, 乡吩，

（歹cp, 切= (cp, 歹吵〉．

心汾= f [f cp(x) exp(—2:n:ix· �)dx]心(�)d�
即 贮

(4.4.2) 

(4.4.3) 

Fubini定理』心p(x) (J JR九
exp (- 2n:ix·e)劝亿）d�) dx 

＝炉，乡吵〉，

即得 (4.4.2) 式．同理可证 (4.4.3) 式 • 
定义4.4.4 在空间沪上定义多三多＊ （歹＝（歹）＊），称为

广义Fourier (逆）变换在不会引起混淆时，记号～可以略去 ． 有
时为了方便，简记歹cp = (p. 

从定义4.4.4 容易推出如下命题．
命题4.4.5 夕 E 夕（夕＇），歹 E 夕（沪），而且当限制在夕上

时，它们分别与普通的Fourier变换、Fourier逆变换一致

关于 Fourier变换，微商与乘法之间、平移与相移之间有着重
要的联系，见表 4.4.1. 在表中用 "f 0 —— . g" 表示 g=乡f 或

!=歹g.

编号
"一一

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

表 4.4.1

假设
．．一. "" 

fo — •g
1Ja f O 一一 . (2顽）etg

(-2元x)a f o 一— .1Jag

祜Jo — ·exp(-2兀沁. ()g 

exp(2兀ia-x)Jo -· 于�g
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公式 4.4.6 ff(exp(-畔平）） = exp(-咄乎）．
证 设 n = 1, 令 f(x) = exp(-兀沪），便有

f'(x) + 2亢xf(x) = 0, f(O) = 1.

在方程两边做 Fourier变换，有

2顽吃!)亿） +i吃JY(e) = o,

句）(0) =厂 exp(-兀沪）dx = 1,
-oo 

·281·

即乡J与J满足同一方程，且具有相同初值，利用常微分方程初

值问题解的唯一性，可得

（＄石/)(�) = f (�) = exp(-兀1{1
2
) ('c:/�E政）．

对于任意的 n EN, 利用分离变量立得如下公式． ． 

公式 4.4.7 乡{) = 1, 歹{) = l. 

证 因为扣 E夕，

（多{), 份＝（豆，多吩＝（妇）(0) = f
贮

cp(x)dx = (1心 • 

公式 4.4.8 乡(1) = 6, 歹(1) = (). 
证 由公式 4.4.6 可见

乡[exp (-兀�)] =m号 exp(-m兀吁）．

当令 m--too 时，

exp(-兀巴）气 （沪），

而

m兮·exp(-m兀1�12
)--t O (夕＇）．

由乡的连续性即得多(1) = 0. 同理可证另 一个公式 • 
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公式 4.4.9
1 -

(1)§(p(x)) = p (-8) &((), 其中 p(·
2兀

(2) 歹(8Ct&)= (2兀还） a.

证 表4.4.1(2)+ 公式 4.4.8 =今(1).

）表示多项式；

表 4.4.1(1)+ 公式 4.4.7 =今(2). • 
定理 4.4.10 歹＝乡-1' 即歹乡＝乡歹=I.
证 欢?E 夕， Vy E 配，

华）(y) = (b,T-y<p〉=(宁�6, c.p〉

=(乡(exp(2兀记. y))心 （表4.4.1(4))

= (exp(2兀迁. y), (多份(e))
= f exp(2兀记. y)(石）(l)de = (克扣）(y),

R九

即得<p = 歹歹<p . 同理可证 <p = 多歹<p . 于是对叮 E 沪，我们有

但歹;f, 例=(/, 歹多吩=(/, 吩 （如E 夕），

（歹乡f, 例=(/, 乡歹吩=(! 对 （如E 夕）．

即得歹＝乡气 • 

推论 4.4.11 (Plancherel 定理）若/ E L2, 则多f E£2 , 并

ll!II L2 = II豆f l伲 （夕保持范数不变）. (4.4.4) 

证 因为对如E夕有

II 华) 1112 = (<p , 豆5〉=(ff: 乡<p, 豆〉＝（多<p, ff: 豆5〉=ll§cplli2, 

而夕在炉中稠密（见习题 4.1.1), 所以对叮EL气:3{cpm} C 夕，

使得

II华）m - JII L2 -+ 0 (m-+ oo). 

于是对Vp EN, 我们有

II炙压＋厂乡痄IIL2 -+ 0 (m-+ oo), 
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即｛乡如｝寄�1 是炉中的基本列由于乡在沪中连续以及
£2 � 夕，可见

珩 =m�乎OO 乡'Pm(L勺

这表明$/ E£2 , 并且

句炉 ＝ 业把�II乡妇压 ＝ 归
OO

匠心 = II/I伲 • 

注 根据习题 1.6.1 (极化恒等式）与本推论可以容易推出：若

f,g E£2 , 则
～ 

(f,g)L2 = (乡f, 乡9)£2 (多保持内积不变）. (4.4.5) 

习 题

4.4.1 设 H
rn 匡） = {u E 夕'llJau E 炉（即）（回�m)}, 其中

范数定义为

II叫忨 ＝ （五 18"u\li•)
合

又对Vu EH叫贮），定义

llull盓= (J (1 + I矿）mJ(多u)({ 沪ct{/,
R九

求证： (1) llull盓< oo; 
(2) II·II坛是 H叫贮）的等价范数

(3) H气贮）是完备的．
4.4.2 对任意的非负实数s, 设

HS(股九）兰兰{u E L2 (胶n)l(l+I{广）s/2u({) E£2 (厌n)},

其中范数定义为

!lulls
= 11(1 + l(l2 )512u(�)IIL2·
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求证 (1) 当 s=mEN 时，这种定义与原来 H叫贮）的定义等价；

(2) H8 (即）中可引进内积（．， ．），使得!lulls= (u, u)1l2;

(3)设uE H8(即）＇ ，求证：存在uEL品（即），使得

u(e)(l + 1�12)-s/2 E£2(胶九＇），

并且

回归 =f贮或）．五(e)de (如E幻

4.4.3 设 f(x) E L1 (贮），求证：

句）(�) =仁 f(x)e-2血(dx,

即 f(x) 按沪的 Fourier 变换与普通的 Fourier 变换一致

4.4.4 求证方程凶=! 在夕＇

（贮）中无非零解

§5 Sobolev空间与嵌入定理

定义4.5.1 设砬贮是一个开集，m是非负整数，l�p<oo,

称集合

按范数

wrn ,P([l) = { u EL叮il)l8°u E£P(Q), 回�m}

llullm,p = (呈妒ull岱 (!l))

令

=(i)n 妒u(x)!Pdx)
½

构成的空间为 Sobolev 空间，记作 wm ,P(fl) 或 Wf(fl).

定理4.5.2 空间W叩位）是完备的
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证 设压}k=l 是 wm ,P(Q) 中的基本列那么｛护Uk} 是
L叮n) 中的基本列． 加（回 � m), 由炉 (il) 的完备性， 390 E 

炉 (il), 使得

ll8° Uk -g。 II LP(n) ---+ 0 (k---+ oo)(lal�m). 

从而如E�(fl), 当 k ---+ 00 时，

(8°uk, (纷= (-l)la l(uk,8°r.p〉
l l 

如心 (-1严(go,a切〉

即得 ga='iJago. 由此推出 go E wrn,P(切，且

l!uk -g。 11rn,p -----t o (k ---+ oo). ．

 

定理 4.5.3 !?)(即）在 wm ,P(即）中是稠密的．

证 设uE W气贮），即 8°u E LP(即）（回 �m). 我们对

邓> 0, 令

u点） = JJR九u(y). 儿(x - y)dy, (4.5.1) 

其中 j6 是按 (4.1.2) 式定义的函数稍稍修饰命题 4.1.2 的证明，
即得 U6 E 000 (即

i), 并且

平虹）=f氐u(y) . a江(x -y)dy 

= (-l)lalJ即u(y). 驾几(x - y)dy 

=f氏 aau(y)·j6 (x -y)dy, 

即胪Ur, == (Ba u)r, . 应用 Young不等式（引理2.5.14),'riv E LP(即）

有

llvollip�llvlliP · (4.5.2) 
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然而 LP(即）函数可以被C8(即）函数任意逼近 ． 对护uEL叮配），
即有没> 0, :3v。EC8(贮），使得

按 (4.5.2)式得

llva - aaullLP < -.
e 

3 

ll(v。)o - (8°u)o IILP < -.3 
再应用定理 4.1.3, 蝎＝的(c, a)> 0, 当 0<8<6。时，

E 

ll(v戎-v。11£11 < -
3 

(4.5.3) 

(4.5.4) 

(4.5.5) 

（注意： supp(v。)是紧的）．联合 (4.5.3) 式、 (4.5.4) 式与 (4.5.5) 式
得

11 (aau)o - aa叫归< E,

即II沪Uc5 - &冗压< c(回�m). • 

注 如果用 W尸（贮）表示Co(即）按范数11·llm,p完备化
产生的空间，则依此定理有

W尸匡） =wm ,p匡）．

但是对于一般的开集 n, wr;,P位） =wm ,p位）未必成立
在第一章，我们曾把H叩位）定义为集合

S 全 {uE C 00 (rJ)lllullm,p < oo} (4.5.6) 

在范数11·llm ,p下的完备化空间，并把它称为Sobolev空间现在
我们又称wm ,P(rJ)为Sobolev空间，它们之间究竟有什么关系？

定理 4.5.2 表明： Hm,P(rJ) C wm ,P(rJ). 其实还可以证明它们
二者等价．这要用到一个在微分流形中重要的 c

oo 单位分解定理
定理 4.5.4 若 Ac 贮，而且6是 A 的 一 个开覆盖，那么必

有一族 c
oo 函数多，使得加E多定义在包含A的一个开集上，

具有下列性质
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(1) 0�r.p( 兀)�1 (Vx EA);

(2) Vx EA, :3 含x的开集 V, 使得只有有穷多个 <p E乡在其

上非零
(3) 区 <p(x)= 1 (Vx EA); 

cpE乡

(4) 如E多， :3U E ff, 使得 supp仲） cu.

这个定理的证明在许多关于微分流形的教科书上都可以找到
定理4.5.5 (Meyers-Serrin) 若 1 勺p< oo, 则

Hm,P(fl) = wm,P(fl).

证 只需证明(4.5.6)式定义的集合S在wm,P(fl)中是稠密
的记

鸟垒{X E il\ llxii < k且dist(x, 8.f1) >¼} 
(k = 1, 2, · · ·), 

并记珑= {}_l = 0, 那么

Ii= {叫店= nk+1 nc百炉l, k = 1, 2, · · ·} 

是9的一族开覆盖记多为 c
oo 单位分解定理（定理4.5.4)中

的关于/j的一族 c
oo 函数． 注意到队是紧集，由 c

oo 单位分
解定理（定理4.5.4)的性质(2), 乡中只有有限多个函数 <p, 使得

supp(cp) c Uk , 记彻； 为这些函数之和那么

00 

如 E C0(Uk ), 而且区如 (x)= 1 (Vx E fl).
k=l 

设 u E wm,P(Q), 咋> 0, 下面要找S中的函数 cp, 使得

llu - ({)llm,p� €.
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当0<5< 1/(k+l)(k+2) 时，用 (4.5.1) 式中定义的记号，可见

supp(如u)5 C ilk+2 n Cilk-2· 

按定理 4.5.3 证明中的办法可见， 38k E (0, 1/(k + l)(k + 2)), 适合：

00 

€ 

II劝kU - (如u)8k llm ,p <沪．

令 cp =区（如心k) 因为对欢 E il, 在 x 的邻域这个和式中只有
k=l 

有限项不为 0, 所以 ({J E C00 位）．又 VkEN, 在 ilk 上，

因此

k+2 
u(x) =区叱（亦屯），

j=l 
k+2 

如）＝区饷叽(x),
j=l 

k+2 
llu 一 'Pllw=,P(Qk )� 区II仍叽 － 劝jU ll m ,p <£.

j=l 

再令 k--+ oo, 即得 llu -'Pllm ,p� £. 显然可见 <p ES, 这就是我们

所要的． ．

定义 4.5.6 贮中的开区域 9 称为可扩张的，如果 VmEN,

Vp E [1, oo}, 节： wm ,P([l尸 wm ,p匡）是连续线性算子，并满足

Tuln = u (Vu E wm ,P(fl)). 

例 4.5.7 股+ = { (x1 心2'...'环） E 贮lxn > O} 是可扩张的．
扩张算子构造如下： Vm E N, Vu E 000 氓切，我们定义

u(x), 当Xn > 0, 

Emu(x) = 
m+l 
区入jU(X1, · · ·, 气1, -j环）， 当Xn�0,
j=l 
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其中系数从垃...'入正1 是下面的线性方程组

m+l 

汇 (-j)iAj = 1 (i = 0, 1, · · ·,m) 
j=l 

·289·

的唯一解不难验证：如果uEC吁配订，则EmuEC叫贮），并且

IIEmullwm,p(贮)�Mm ,pll叶wm,v(R吵

其中Mm,p是一个常数

利用习题4.5.1, Em 可以连续地扩张到wm ,p(跁）上去，使
贮成为可扩张的 • 

例4.5.8 若Q是有界开区域具有一致 c
m 光滑的边界，则

Q也是可扩张的．

证明可参看Adams R. A. 所著Sobolev Spaces (New York: 
Academic Press, 1975)中的定理4.26, 此处从略．更一般的结果参
看Stein E. M., Singular Integrals and Differentiafility Properties 
of Functions (Princeton N. J.: Princeton University Press, 1970), 
p.189.

定理4.5.9 (Sobolev嵌入定理） 若{} C贮是一个可扩
张的区域m > n/2, 则wm ,2 ([})可以连续地嵌入C(百）．

证 (1) 我们已经知道（习题4.4.1)

歹

llulJ:,. = (I Rn (1 + I扩）叫U(e沪de)'

是wm,2 哎）的一个等价范数． 又因为£ 1 (贮）函数的Fourier
（逆）变换是连续函数，并且

llullc(JR叮 �s
即

位（劭）戍
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而当 m>n/2 时，

f
即

lu({) Ide 

,:; (f (1+ I守）叫暇）向矿 (I d� 
R九

贮 (1 +炉）m) 
�Cn,mllull盗

所以 i:u�u 是 wm ,2 (即）�c(即）的一个连续嵌入
(2) 今设 u E wm ,2 (fl), 利用延拓算子 T, 我们有

llullcc百)�IITullc(Rn)�纭,m l!Tull� 

�c!lullwm, 硕），

令

即 i:u�u是wm •2 (!t)�C(百）的连续嵌入 ． ． 

注 更一般的嵌入定理不必限制p=2是属于Sobolev的：

wm ,P(.Q)'->区(il) G 寸－界）（当 m<s�),
wm ,p (!})'->心（当 m>订

其中一表示连续嵌入．

定理 4.5.10 (Rellich) 设 nc 即是一个有界可扩张区域
则 wi ,叩）中的单位球在 L2 位）中是列紧的．

证 要证：由｛压｝盆=l C W1 •2 (fl), llurn. llw1,2�1, 可抽出子
列 {um'}, 使得{um,} 在 L2 位）中收敛为此记 Um =Tum , 其中
T是扩张算子，并且由习题4.5.2, 不妨设 Um 在公共的、在贮中
紧的集合 K 外为 o. 我们要证

llup, 一 Um1 II 立 (Q)一 0 (当 m',p'�oo).
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而

其中
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llup, - Um'lli2ca)�CIIUp
1 - Um, lli2c厌九）

= Cf配店(e) - fJm, 亿）因e,

如�) = f K贮(x)e-2nix·<1x

= (e-2:rtiX·sO:'k, u吩，

1, x EK, 

呻）＝｛。，正K

·291·

(4.5.7) 

由于 IIUm ll庄 (JRn) (C 以及 ake-2志 ·{EL叮贮），再根据 Hilbert
空间L气贮）的自反性和 Eberlein-Smulian 定理（定理2.5.28), 有

子列 {m'}, 使得{U.侃｝弱收敛． 从而 (4.5.7) 式蕴含了对 ve E

即，几求）收敛．又

肛 (�)I ((J clx 
歹 §

K) (J KIUm位）陆）

([mes(K)) 歹 IIUm ll庄 (const.

这时 Vr > 0, 

然而

归启(�) -乌(e)12氓 = f
肛

r+ f
1
e1

亥
=I+ JI. 

Il�r一寸 (1 +时）lflm, (�) - fl; 茂）国

�2r-2 f (1 + I寸）(lffm,(e)产＋启(e沪）de 
妇

�2r-2(11Um1lll + l1Up1ll�2)�Mr-2, 

其中M是一个仅依赖于扩张算子T的常数．
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咋> 0, 取r足够大，使 M产< e/2, 固定r, 根据 Lebesgue

控制收敛定理，当m',p' 足够大时，

即得

I= J 
团�r

1u叫亿）- Up1(e沪ae < 

c

2' 

II Um'- U p'II口([}) --+ 0 (当m',p'--+ oo). • 

推论4.5.11 若 nc即是任意的有界开集，则wt·2 (n)的
单位球在炉(D)中是列紧的．

证 与定理 4.5.10 的证明相似 • 

注1 iv; 古勺fl)有时记作仇位），根据定理 4.5.5, 它也就是
例 1.6.16 中的HJ(D).

注2 更一般的结论是属于 Kontrashev的，参看 Adams RA:
Sobolev Spaces (New York: Academic Press, 1975) 中的定理 6.2.

注意到

份位）一玑(fl)c.......+炉(D),

可见它们的共辄空间之间有如下联系：

L气[})c.......+ H0 (fl)* c.......+�'(D) . 

这表明 Sobolev 空间的共辄空间H职D)*是由比炉(D)函数
更多的广义函数组成的．以下将H0(il)*记作H玉 (D), 并用积
分形式把其中的元素表示出来

定理4.5.12 为了f E H玉 (n), 必须且仅须:3ga E炉(D)

回 �m), 使得

归＝区 fn9。(x) . 铲cp(x)dx (如E�灼 (D)).
回扛

证 充分性显然，只需证必要性设fEH-m(n), 因为H0(il)
是 Hilbert 空间，应用和esz 表示定理（定理 2.5.4), f 对应着一个
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h E H0(切，使得
_, 

(f心=(cp, h加＝区 In护h(x)· 年(x)dx
lal�m 

＝汇 fn9。(x)沁(x)dx (如E�灼(n)), (4.5.8) 
lal�m 

其中 9a(x)全8° h(x) E炉（切 •

推论 4.5.13 每个 f EH叩(il) 是炉(n) 函数的广义微商
之有限和，即

f=(-l)lal 立 5飞(Ya E L2(il)). (4.5.9) 
回扛

证 根据广义微商定义， (4.5.8) 式蕴含 (4.5.9)式 • 
注 1 如果先给定 g。 E L2(il), 那么由 (4.5.9) 式定义一个

jE勿(n), 注意此 J 在 H叫n) 上的连续延拓可能不是唯一的．
但是此 J在H0(il)上的连续延拓却是唯一的，这是因为 C衍(il)
在H职n) 中稠密（定理 4.5.3), 并且V回�m有

l(8°g。心分I�Ilg。II区<n)·I回归0(n) (V<p E C, 衍 (fl)).

因此， (4.5.9) 式给出了属于 H叩(il) 的广义函数的特征
注 2 根据嵌入定理 4.5.9, 当 m > n/2 时， H职n) 可以连

续地嵌入 C(百），因此当 m > n/2 时， C(百）上的连续线性泛函属

于 H-m位） ． 特别是 8 函数属于 H-m(n). 例如当 n=l 时，设
Xo E fl全(a, b), 则

中巳（斗。心＝叭xo)

在 C(趴上是连续线性的，从而斗。 EH-1(il). 
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习 题

4.5.1 就fl=即= {(x1, X2, ...'环） E贮巳> O} 的情形
验证定理4.5.5.

提示 Vu位） E wm ,P(fl), 妇> 0, 请考虑 uc(x)= u(x', Xn +c), 

其中 x'已R正1 ,Xn > -£.

4.5.2若a E�,u E wm ,p(即），则 Q'·U E Wm ,p(即），并且有

常数 C(依赖于 a), 使得

Ila·ullw,n,p�Cllullw,n,,,. 

4.5.3若m�l,求证： wm,P(Q)�Wl ,p位）．

4.5.4设[} = (a,b)凡fE L2 位），求证：平E局(fl), 使得

J2x ··-—=dt2 f, 

并且 T:f�x是炉(Q) 到 H叮Q) 的连续线性算子．

4.5.5设J(x) E IL机(-1,1),求证：

时，

(1) f(-1) = f(l) = O;

(2).f(x) 绝对连续；
(3) f'(x) EL年1,1) (这里" I "指的是求a.e. 微商）．

4.5.6设f E HS 哎）（定义见习题4.4.2),求证：当s > n/2

(1) f畛(�) E£
1

(股叮；

(2) f (x) 与一个即上的连续有界函数几乎处处相等
4.5.7 设mEN, 又设

H-m 全 {f E 夕'l(l + 1�1
2 )-芽f

畛
(�) E L2 (胶

n)},

在H-m 中定义范数

11111-m = 11(1 + I守）
－

翌f亿） II区（贮）
（灯 EH-m). 
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求证若 f E H-rn , 则它可以表为有限个炉（即）函数的导数之

和

提示 (1 +时）
－

芳 J(e) EL叮贮）

<=今
f亿）

1 + l(1lrn
十· • ·+ 1en1rn

EL气贮）．

4.5.8 在空间炉 (-oo,oo) 上，考察微分算子

d 
A=石, D(A) = H1 (-oo,oo),

求证：

(1) p(A) = {入E CIRe入 -/-0};

(2) up(A) = 0; 

(3) u(A) = ffc(A) = {〉�E CIRe入= o}.
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1.1.6 设f(x)全p(x,Tx), 则肛）在 M 上连续．因为 M 是贮中

的有界闭集，所以 3xo EM, 使得

p(xo, Txo) = f (xo) =骂愣 f(x) =骂栩p(x,Tx).

如果 p(xo,Txo) = 0, 那么 Xo 就是不动点． 如果 p(xo,Txo) > 0, 一
方面，根据假设 p(Txo,T2xo) < p(xo, Txo) = min p(x, Tx); 另 一方面，

xEM 

Txo,T2xo EM, 这与 p(xo,Txo) 是最小值矛盾

1心8 记d = inf {p(工， f位））杠 E可｝，先证 3xo EM, 使得

p(xo, f(xo)) = d. 

这从下确界的定义出发， 'in E N,3xn EM, 使得

d�p(xn, f(xn)) < d + -.
1 
n 

又因为 M 列紧，故存在 Xnk --* Xo, 将上面不等式中的 n 改为 nk, 并令

k--* oo, 就证得 p(xo,f位o)) = d. 再证 d=O. 用反证法．如果 d > 0, 则有

d�p(f扛o),f(f仰o))) < p(xo, f位o))= d, 

矛盾

1.4.3 考虑 C叮0, 1] 中的函数列：

儿(x) =石勹(-1 <;; X <;; 1),

可以验证｛儿 (x)}�=l 按范数 II·ll1 是基本列，但是

f n(x) --* Ix! �01 (0, 1]. 

1.4.5 不妨假设 b >a> 0, 显然有 llfllb�!IfIla, 由此可见，为了证

明不等价性，只要证不存在 c> 0, 使得 II/Ila�cll/llb仅/ E BC[O, oo)). 只

须证3儿 E BC[O, oo), 使得

II/ 11
2 

气11/nllb 
--* oo (n--* oo). 
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令

如(xi 全{ :::(n+ 1-x),
0, 

0�X�n, 
n�x�n+l 
X�n + 1, 

（见图 1),

则有

f九位）全了，

11!11! �s:e一心 ·e心
中 =n,

IIJlli�f: e-bx产dx = f: e-(b-a)飞＝卢，

II! 九 II�—�n(b -a)�oo (n�oo).
llfnlJb 

』--－-“-－n+I x
 

图 1

1.6. 7 (1) 当 b-a= 1 时，如， {e加in吁的周期是 1, 故 SJ. ={0}. 当

b-a<l 时，若 u E L2 [a,b], 使得

『
u

e加i九xdx= 0 
a 

(n = 1, 2, ·..), 

u,

0
 
｛＝ 

~
U令

XE [a,b], 
则有

xE[b,a+l], 

厂1五e加inxdx= 0 ==}- u = 0 (x E [a,a+ 1]) 

==}- u = 0 (x E [a,b])

＝今 s
..1..

= {0}. 
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(2) 若 b-a> 1, 这时 {e2:n:inx }笠�-oo 是 L2 [b-1, b] 上的一组正交基

因此， L2 [b-1, b] 上的函数可以由它的 Fourier 系数决定． 利用这一点，对

劝E L2 [a,b- l],u # 0. 可将它扩充为 £2 [a, b] 上的函数 v(x) E 8.1 , 而

v(x) # 0. 
事实上，令

v = {
u(x), x E [a, b -I], 
u(x), XE (b -1, b], 

其中 (b-1, b] 上的函数 u(x) 的 Fourier 系数通过 u(x) 在 [a, b -1] 上的

值来计算，即

于是

并且

b-1Un= f ue加inx dx = -f ue2:n:i九xdx,b-1 

u=区如3加i九XE L2 (b-1,b),
九=-00

fb ve2:rcin飞= s:-1 ue2nin:i: dx + f b 五e2ni九
xdx= 0,

a b-1 

即 v(吩E S.L . 
2.1.3 (2) 先证明 11111 = sup f位）． 一方面， Vllxll < 1, x =I= 0,

II工 11<1

f(x) = llxllf (�)�llxll sup f(y) llxll llvll=l 

尘 llxll·II/II < 11/11-

又X = 0,/(0) = Q�11/11, 所以

sup f(x)�11/11-
llxll<l 

另 一方面， "v'llxll = 1,'vc > 0, 

知） = (I+e)f (士) ,;; (1 + e) n!ii�, f(x),



所以
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11111 = sup f(x) :::;; (1 + c) sup f(x)
llxll=l llxll<l 

===} 11/11 :::;; sup f(x),
肛11<1

·299·

故 11/11 = sup f(x). 于是，对 \:/8 > 0,
llxll<l 

'511/11 = sup f(8x) = sup f(y).
llxll<l IIYll<o 

2.1.4 容易证明 11!11�f Jy(t)Jdt. 为了建立相反的不等式对咋 >0,

根据 y(t) 在 (0, 1] 上的一致连续性， :3n EN, 将 [O, 1] n 等分，使得函数在每

一等分区间上的振幅小于£. 我们把所有的等分区间分为两类：在第一类区

间上不含有函数 y(t) 的零点，这类区间记作�, 在第二类区间上至少含有函

数 y(t) 的一个零点，这类区间记作 v'. 因为函数 y(t) 在区间 V 上必有零

点所以在每个区间 V 上有 Jy(t)I <£. 定义 x(t) E C[O, 1], 

王(t) = { signy(t), t E�,

线性函数， t EV. 

同时，如果第二类区间 V 的端点是a或 b, 则令x(a) = 0 或王(b) = 0, 则有

2.1.5 

阻） = f x(t)y(t)dt 。
＝荨x(t)y(t)dt +骂和）y(t)dt

>区 J
A

囚(t)Jdt -区fvly(t)ldt
VA VV

= f ly(t)ldt- 2 汇fvly(t)Jdt
vv 

> f ly(t)ldt - 2c.

1 
lf(x)I�llfll·llxll�llxll� —===} d该： —

1 
11!11 11111· 

设> 0, :lxo i= 0, 使得

11i� 勹I 汀!11-c= II点 I ,;; 11/111-€ 
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注意到！（点） = 1, 故有d ,:;; \If u1 - C
2.1.6 切> 0,3x1, 使得

归> 1-,, = II点 11·IIJII < 11)汇
c

取11 =——11111 , 便有l+c 

信0 11·llfll < l+ C.

再令 XO = 另年11111.

红7 (2)举一个反例．设

劣= {(6h,···,�n,··· ) 因纠< oo},

如= (6,6,· ··,en,··· )  E 兜， llxll = sup l!nl­
九�l

00 

定义 J(x) =汇 e九 ，对 a = (1, -1, 0, · · ·) E 究显然f(a) = 0. 利用 a
九=1

和f(x) 构造如下线性算子： 'efx E 兜，定义 Tx = x - af(x). 容易验证
00 

N(T) = {外，当然 N(T) 闭． 再指出 T 无界，为此先证 f(x) =区 e九 无
n=l 

界．令

ek = {0,0,···,0,1,0,···},
k

 

n 

环 ＝ 汇ek E兜，
k=l 

llxnll = 1,

If(环)|f(环） =n=今 一—一 =n-+ oo (n-+ oo), 
llx九 II

即 f 无界．再证T无界．

事实上，从丘 =x-af位）＝今af位） =X 一 匹= (I -T)x. 用反证

法 ． 如果 T 有界，则 I-T 有界，从而

If位）I 
llall =l

llall·1/(x)I = llaf(x)II 

= ll(J -T)xll�Mllxll, 
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即 f 有界，矛盾

2.1.8 (1)记N(f) = HJ, 就是要证

1/(x)I = 11/IIP(兀，N(f)).

Ve> 0, 3ye E N(f), 

llx - Yell < p(x,N(f)) + e, 

仔(x)I = lf(x - Ye)I < 11/11·llx - Yell< llfll·llx - Ye ll 

< 11/ll(p(x, N(f)) + e) 

�If位） I < 11/llp(x, N(J)). 

·301·

另一方面， V召N(f),Vx E 劣，令 y=x- 价彗z, 则y E N(f), 且

即

f(z)(x - y) = f(x)z詈兀 — YII = If位）1

lf(z)l ==> llx - YII sup —— 

洋0 llzll < lf(x)I

1/(z)I ===> inf llx - YII sup-—< lf(x)I,
yEN(f) z#,0 llzll 

llfllp(x, N(f)) < 1/(x)I. 
(1)

(2) Vx E Hj二==> J(x) =入＝＝今p(x,HJ) - lf(x)I = I入卜
为了解释 (1) 和 (2) 的几何意义，设兜＝配,IK = R, 叮 E 兜＊ ，

11/11 = 1歹＝（炉， r,) E 配，令 X1 = (1, 0) 互 = (0, 1), a = f伈）， /3 = 
f也），则

f(x) =a{+ f3TJ, 11/11 = 1 =今v勹=1.

根据平面解析几何知识， lf(x)I = lae + /3TJI 表示点兀 = <e, r,) 到通过

原点的直线（如图 2 所示）

HJ = { x = (�, TJ) J f (;) = ae + f3TJ = 0} 
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的距离，即

lf(x)I =la{+ f3rJI = p(x, H伪．

注意到HJ和HJ是互相平行的直线，所以对\:Ix�HJ,

p(x, H1) = p(0, Hj) = 殴 ＋砌 － 入I I 
J了亨 ce,11)=(0,o) 

＝从1.

n
 

g

图 2

2心6 令 llxll1�llxll + sup p(ax), 其中 s1 是复平面上的单位圆周
aES1 

先证 llxll1 是 X 上的完备范数，再用等价范数定理（推论 2.3.14).
2.3.11 设N(A)={x E 趴Ax=O}, 考虑映射 A: 变/N(A)�11/,

V(x] E 幻N(A ), 勾x]= Ax, Vx E [x]. 证明 i是单射、满射．再由

IIA[x]I他=IIAx' llq]/'�IIAII·llx'II�2I IAII·ll[xJII, 

推出 i有界．由 Banach 逆算子定理（定理2.3.8), l-1 E乡(�, 览/N(A)).
不妨假设Yo=0,y九 �o, 记 [xn ] = A-1Yn , 则有

ll[xn ]I I = I IA-1Ynll�IIA-111·IIYn ll•

于是，取 Xn E [吓］，使得 llxnll� 211 [xn] II, 便有 llxn ll�Cl厮II , 其中

C = 2111-111-
2.3.12 (3) 注意到龙/N(T) 是 B 空间． 考虑于：览/N(T)� �, 

订x]= Tx, 
D(T) = {[x] E龙/N(T)lx E D(T)}, 
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显然， N(T) = [0], R(T) = R(T). 

只要证明于是闭算子，用(2)的结果，便有

lllx1II。�all于杠111,

即 d(x, N(T))�allTxll.

2.4.4 Xn E 龙 C 龙哼**=2(劣*,K),

D,. 

llxnll 发了•• = llxnll 发了， (xn, f〉=(/, Xn〉,

sup l(xn, f〉I = sup I (f, Xn汁
九 九

= sup lf(x九) I< 00 (VJ E兜 ＊ ）．

·303·

由共鸣定理（定理 2.3.16) !lxn ll f%**�M, 即得 llxn 压= llxn ll 宽•• �M.
1 

2.4.12 用反证法假定 X2 EC, 记入＝ 一 ，则 X1 =入x2+ (1-入肛O·m 
只要能找到一个 d > 0, 使得 B(x1,d) CC, 便与 x1 E ac 的假设矛盾

因为XQ E 仓，所以动> 0, 使得 B(xo,8) CC. 这样， Vy E B(xo, 8),

都有

Z= 入X2+ (1- 入）y EC, 

{ x, =心+ (1- 珈O, ==* z - x1 = (1- 入) (y- xo)
z=入X2 + (1- 入） y

==} llz -� 九 11 = (1- 入） IIY - xoll < (1 -入）8. 

由此可见，只要取 d= (1- 入）6 即可．事实上，当 llz 一 X1 II < d, 取辅助点

从而

y =xo+ 子气 E B(xo, b) C C,

Z = X1 + (1- 入） (y- xo)

＝入X2 + (1- 入归o + (1- 入）(y - xo)

＝入X2 + (1- 入）yE C. 
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2.4.13 注意到条件 M 是闭凸集与有内点的凸集 B(x,d) 是可分离

的． 即根据凸集分离定理（定理 2.4.16), 存在/ E宠*,a E 股，使得对

'vy E·M, z E B(x,d), 成立 f(y)�a�f(z). 于是

sup f(y)�inf f(z) = inf f(x - d(x)y) 
yEM zEB(x,d) yEB{9,l) 

= inf [f(x) - d(x)f(y)] = f(x) - d(x) sup f(y) 
yEB{9,1) yEB{9,l) 

= f(x) - d(x)llfll-

f 由此可见，取 /1 = —－ 即为所求
llfll 

2.5.17 注意到勹 e-l:z:ldx = 1 
2 回＞九 ，令

则

匹 (x)归叫 >n 位）（了） ;'

.l 

II吵= (fR阳(x)IPdx) v

＝（气叫＞九e-l•lc1x) P = 1,

111-s九 II�llunllP = 1. 

2心24 设 d=}rL {llxll}, Vn, :3吓EM,使 得 d伞九ll<d十��d+ 1,

巳｝有界． 根据定理 2.5.28, 存在x九k ---+ Xo. 对此xo, 根据推论 2.4.6,
叮 E 矿，使得 11111 = 1,f位o) = llxoll- 于是，一方面

另一方面

故有

xo E M==}肛oll�d,

llxoll = f妇） =� 吧屯f(xnk)� 皿 11/11·llxnk II = d,
k-oo 

llxoll = d = inf {llxll}­
xEM 
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3.1.3 V[x] E幻N(K), 和x]�Kx,

KE<!.:(兜炒） ==>KE<!.:(劣，1¥) ,

s� 瓦(0, 1)�S+N(K) 是劣/N(K) 中的单位球，且租S+N(K))= 
K(S) 是列紧的，从而 K 是紧算子．又 K 是单射连续算子＝今 f(-1 闭，且

D(K-1) = R(K) 勺 R(A).

从而 i(-1 A: 劣一览/N(K) 是闭算子，且定义域是全空间．根据闭图像

定理（定理 2.3.15), R-1 A有界，故有

A= K cR-1 A) E <t(%, fJ/') . ..._.,-,,'--v一-

紧 有界

X 

3.1.11 令 v=——，则 llv丘= 1, 要证的结论可改述为：对 Ve>O
曰冗

存在 c(e), 使得

IIYII t!Jf�c + c(e) Hv ll生 仅VE B兜(0, 1)) . 

用反证法如果函> 0, 对 VnEN, 3vn E Bf£(0, 1) 使得 llv刓位＞
eo +nllvn ll穷，月�么一方面， II叫匼> eo, 另一方面， v九 三�O(n--+ oo). 但

是从 llvn 压 =1 和劣 �fjl' 紧，可推出 3v吓
旦�v, 再从 fjl'� 穷连

续，便有 Vnk 竺分 v. 这样，一方面，我们联合 v九 三一 0 和 v吓 三� v 得

到 V= 0, 另一方面， II叫侵 >eo =今 llvll钞 �eo, 即引出矛盾
3.6.3 (1)用 T 表示兜--+ f]I' 的嵌入算子，那么

llxll 父 �c(llxll夕 +IITxll钞·)

==> llxll:%�c(llrxll'lll'+ IITxll'!J/) 

==> llxll 父 �c llrxll钞r, Vx E N(T). 

特别对于 吓EN(T), llx叶= 1, 有 {TX叶有收敛子列不妨仍记作 {TX叶，

贮-xm ll 度 �c llTXn-TXm ll'lll'==} 巳｝收敛，

从而 N(T) 上的单位球列紧，故 dimN(T) < oo. 
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(2) 令扣产 Tx.V[叫 E !l'/N(T), 则 R(T) = R(伪．为了证明 R(负
闭，由习题 2.3.4 (4), 只要证 f-1 连续

用反证法．如果子-1 不连续，则 3ll(xn]II = 1, 使得 Tx九 ---+ o.

ll[x九JII = 1 ===} llxnll < 2 ===} {rx叶有收敛子列，

不妨假设这子列就是全体这样 Txn 与飞九都是基本列，并且

llx九 II 免 �c(llrxn ll钞·+ l!Txnll'81), 

于是有 llxn - X,nll�---+ 0. 
又因为兜完备，

玉九 -+xo =*T立1, -+ Txo =今T[环] -+ Txo, 

联合 T[xn ] ____. 0便有

以及

Txo = 
0 =今xo E N(T) ==} [xo] = [O]

II [xn] II = II [xn] - [xo] II� 冬llxn - Xo II ____. 0, 

这样与 ll[xn]II = 1矛盾
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A C 

Alaoglu定理 171 超平面 131 

Arzela-Ascoli定理 20 承托超平面 136 

Ascoli定理 135 重数 226 

稠密 12 

B 次线性泛函 38 

半范数 38 C勺百） 34 

半模 38 C职Q) 66 
半内积空间 63 

Co(D) 252 
闭集 2 

C邸tor集
闭图像定理

103 
113 

Caratheodory定理
闭值域算子 205 

60 

变分不等式 85 
Cauchy-Schwarz不等式 64 

不变子空间 214 �(龙） 193 

不动点 。八 Q:(览，1") 193 

不动点定理 4 

B空间 30 D 

B*空间 30 单位球面 37 

B。空间 265 等度连续 20 

骂空间 265 等价范数定理 113 

Baire纲定理 103 等距同构 12 

Banach不动点定理 6 等距同构映射 12 

Banach空间 30 等值面 94 

Banach-Steinhaus定理 115 第二纲集 103 

Bessel不等式 70 第二共辄空间 155 

Brouwer不动点定理 56 第一纲集 103 
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第一预解公式 1s4 I 乡（龙， fY) 236 

度址空间 1 

对称凸集 52 G 

对角化 227 共辄双线性函数 62 

对角线法则 167 共辄算子 157 

Dirac符号 250 共鸣定理 114 

Dirichlet边值问题 95 广义函数 255 

6函数 256 广义微商 273 

叭il) 255 Gelfand定理 188 

勿(n) 256 Gelfand引理 120 
Green公式 95 

E 

二次型 62 H 

Eberlein-Smulian定理 169 H叫D) 35 

e网 16 H一气fJ) 292 

房(n) 264 Hm,P(Q) 35 

H职n) 67 

F H1 131 

范数 30 HS (贮） 283 

范数等价 36 Hahn-Banach定理 126 

复 Hahn-Banach定理 125 Hausdorff定理 17 

F空间 27 Hilbert空间 66 

F*空间 27 Hilbert-Schmidt定理 226 

F(龙， fJI) 196 

Fourier变换 278 J 

Fourier积分 280 基本空间 255 

Fourier逆变换 280 基本列 2 

Fourier系数 69 极大线性子空间 130 

Fredholm 结论 204 极化恒等式 82 

Fredholm算子 236 极小极大刻画 228 

多（览） 236 紧算子 194 
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局部可积函数 256 M 

距离空间 1 Mazur定理 136 

均衡凸集 53 Meyers-Serrin定理 287 

jo位） 252 Minkowski不等式 31 

Minkowski泛函 51 

K 

开映射 102 N 

开映射定理 106 内积空间 63 

可分 17 Newton法 10 

可扩张 288 

可数范数空间 263 p 

Kuhn-Tucker定理 141 平方平均逼近 81 

平行四边形等式 66 

L 谱半径 186 

连续谱 180 谱点 180 

列紧 16 谱集 180 

零链长 218 Plancherel定理 282 

L比 (fl) 256 Poincare不等式 66 

LP (Q, µ) (1�p < CX>) 30 

LOO (f2,µ) 31 Q 

lP (l�p < 00) 31 强极限 162 
zoo 33 强收敛 162 

Lagrange乘子 138 全连续算子 194 

Laplace方程 95 

Lax-Milgram定理 116 R 

Lax等价定理 118 弱闭 178 

Lipschitz空间 49 弱极限 162 

夕（龙） 88 弱解 95 

�(劣，t!!f) 88 弱列紧 167 

弱收敛 162 

Rellich定理 290 
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Riesz表示定理(Hilbert空间） 93 维数 24 

Riesz表示定理（连续函数空间） 153 wm,P(D) 284 

Riesz引理 43 W只n) 284 

Runge定理 153 

X 

s 吸收凸集 52 

商空间 44 线性包 25 

剩余谱 180 线性和 25 

实Hahn-Banach定理 123 线性基 24 

收敛 2 线性空间 23 

疏集 103 线性流形 24 

速降函数 265 线性同构 24 

Schauder不动点定理 57 线性相关 24 

Schauder基 198 线性子空间 24 

Sobolev空间 284 像链长 218 

Sobolev嵌入定理 289 序列完备 255 

夕（贮） 264 

夕
＇

（贮） 261 I y 

压缩映射原理 6 

T 严格凸 40 

特征元 179 一致收敛 165 

特征值 179 一致有界 20 

凸包 51 一致有界定理 114 

凸函数 48 隐函数存在定理 7 

凸集分离定理 134 有穷秩算子 196 

图模 114 余维数 210 

预解集 180 

w j Young不等式 160 

完备 2 

完备化 12 z 

完全有界 16 障碍间题 98 
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真子空间 24 直和 25 

正交 68 指标 236 

正交补 68 秩1算子 197 

正交分解 79 准范数 26 

正交规范集 69 准模 26 

正交化 74 自反 156 

正交基 68 自列紧 16 

正交集 69 最佳逼近
. 39

正交投影 80 最佳逼近元 40 

正交投影算子 90 最佳估计问题 81 

正则值 180 最小二乘法 80 

支集 252 Zorn引理 69 





本书是两册泛函分析教材中的上册， 系统地介绍了线性泛函分析

的基础知识。全书共分四章：度量空间、 线性算子与线性泛函、紧算子

与 Fredholm 算子 ， 以及广义函数与 Sobolev 空间。本书的主要特点是

侧重于分析若干基本概念和重要理论的来源和背景， 强调培养读者运用

泛函方法解决问题的能力，注意介绍泛函分析理论与数学其他分支的联

系。 书中包含丰富的例子与应用，对千掌握基础理论有很大帮助。

本书第二版对内容做了一定调整，如加强了对于弱收敛的介绍 ， 将

原来的紧算子与 Fredholm 算子一坴提前等，并优化了部分证明 ， 以更

好地适应教学与科研的新形势。

本书适于用作数学专业本科生与研究生的教材，且可供其他理工科

专业师生，以及数学、物理领域科研人员和工程技术人员参考。

为帮助读者更好地掌握泛函分析的基本内容以及解题的思路与方

法 ， 本书有配套的学习辅导书《泛函分析学习指南》（北京大学出版

社），供读者选用。

顷京大学出版社．

微信公众号

3

>

 

3
 

4
 

6
 

6

皖

9�

—
4
 

。3
 

一

—
0'

)

l

—'̀
.
 

3

3

8
 

3
 

7

1

一

—
)

：

78
|3
价

9

87

定

B

II
7
 

N

 

s

 

1

9

， 


	面封
	第二版序
	第一版序
	符号表
	目录
	正文
	第一章度量空间
	§1 压缩映射原理
	§2 完备化
	§3 列紧集
	§4 赋范线性空间
	§5 凸集与不动点
	§6 内积空间

	第二章线性算子与线性泛函
	§1 线性算子的概念
	§2 Riesz 表示定理及其应用
	§3 纲与开映射定理
	§4 Hahn-Banach定理
	§5 共枙空间、弱收敛、自反空间
	§6 线性算子的谱

	第三章紧算子与Fredholm 算子
	§1 紧算子的定义和基本性质
	§2 Riesz-Fredholm理论
	§3 紧算子的谱理论
	§4 Hilbert-Schmidt定理
	§5 对椭圆型方程的应用
	§6 Fredholm算子

	第四章广义函数与Sobolev空间
	§1 广义函数的概念
	§2 B_0空间
	§3 广义函数的运算
	§4 \mathscr{S}'上的Fourier变换
	§5 Sobolev空间与嵌入定理


	习题补充提示
	索引
	底封



